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Rozdzial 1

POJECIE GRUPY

§ 1. Przyklady wprowadzajace

1.Dzialania na liczbach calkowitych. Dodawanie liczb catkowitych spelnia nastepujace warunki,
ktore nazywamy aksjomatami dodawania 1 ktore dla catego dalszego ciggu wykladu bedg miatly
nader wielkie znaczenie.
[.Kazde dwie liczby mozna doda¢ (tj. dla dowonych dwoch liczb a i b istnieje doktadnie okre§lona
liczba a+b , zwana ich suma).
II.Postulat tacznosci dodawania: Dla dowolnych trzech liczb a, b, ¢ zachodzi tozsamos¢
(atb) +c=a+ (b +c).
III.Wérod liczb istnieje doktadnie jedna liczba 0 (zero) spetniajagca dla kazdej liczby a zwigzek
at+0=a.
IV.Dla kazdej liczby a istnieje tzw. przeciwna do niej liczba, - a, o tej wlasnos$ci, ze suma a+(-a)
roOwna si¢ zeru:
a+(-a)=0.
Wreszcie, zajmujacy nieco odrgbne miejsce aksjomat
V. Postulat przemienno$ci dodawnia:
atb=b+a.
2.0broty trojkata réwnobocznego. Wykazemy, ze nie tylko liczby, lecz 1 wiele innych rzeczy
mozna dodawac¢, zachowujac przy tym warunki [-V.
Przyktad pierwszy. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe obroty trojkata rownobocznego ABC dookota
jego srodka O (rys. 1).
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Bedziemy przy tym utozsamiali kazde dwa obroty roéznigce si¢ o catkowitg ilo§¢ pelnych obrotow
(4. o wielokrotnos¢ 360°) 1). Latwo widzie¢, ze sposréd wszystkich mozliwych obrotow trdjkata
tylko trzy obroty przeprowadzajg trojkat w jego pierwotne potozenie, a mianowicie: obréot o 120°,
obrot o 240° 1 tzw. obrot zerowy, pozstawiajacy wszystkie wierzcholki, a co za tym idzie 1 wszystkie
boki trojkata na miejscu. Pierwszy obrot przeprowadza wierzchotek A w wierzchotek B, wierzhotek
B w wierzchotek C i wierzcholek C w wierchotek A (méwimy, ze obrét ten przesuwa wierzchotki
ABC cykliczne). Drugi obrot przesuwa A w C,.B w A1 C w B, tj. przesuwa cyklicznie wierzchotki
w kolejnosci A,B,C Teraz, zgodnie ze zdrowym rozsadkiem, wprowadzamy nastepujace okreslenie:
Doda¢ dwa obroty, znaczy wykonac je kolejno jden po drugim. W ten sposéb obrot o 120° dodany
do samego siebie daje obrot o 240°, a dodany do obrotu o 240° daje obrot o 360° czyli obrét
zerowy. Dwa obroty o 240° daja "obrot o 480° = 360°+ 120°, tj. obrot o 120°. Jezeli obrot zerowy
oznaczymy przez a,, obroét 0120, przez a;, a obrot o 240° przez a, , to otrzymamy nastepujace
zwigzki:

apt ap = ay,

arta=apta =a,

A tay=a t+a=a,



a;ta;=a,,

ata=ata;=ap,

a, + a=a,.
Tak wiec dla kazdych dwoch obrotow okreslona jest ich suma. Czytelnik fatwo przekona sie, ze to
dodawanie spetnia postulat lacznos$ci; oczywiscie spetnia ono takze postulat przemiennosci.
Nastepnie, wsrdd rozpatrywanych przez nas obrotdéw istnieje obrot zerowy spetniajacy warunek:

ata=ata=a

dla dowolnego obrotu a. Wreszcie, kazdy z trzech rozwazanych obrotdéw ma obrot do niego
przeciwny, dagcy w sumie z danym obrotem zero. Obrot zerowy jest oczywiscie przeciwny do
samego siebie: - ap = ay, poniewaz a, + ap = a,, gdy tymczasem -a,;=a, 1 -a, = a, (poniewaz a, + a, =
a9). Tak wiec dodawanie obrotow trojkata rownobocznego spelnia wszystkie poprzednio
wymienione postulaty dodawania. Zapiszemy jeszcze raz nasze prawidta dodawania obrotow
trojkata rownobocznego bardziej zwartym sposobem w postaci nastgpujacej pitagorejskiej tablicy d-
dawania:
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Sume¢ dwoéch elementéw znajdujemy w tej tablicy na przecigciu wiersza oznaczonego pierwszym
elementem i kolumny oznaczonej drugim elementem. Czytelnik, ktory bedzie wykonywat dziatania
na rozwazanych obrotach, wezmie po prostu trzy litery a,, a; 1 a, i.bedzie je dodawal postugujac sie
wyzej wypisang tablica dodawania; moze on przy tym zupeitnie zapomnieé, co wiasciwie te litery
0znaczajg.

3.Grupa Kleina rzedu czwartego. Przyklad drugi. Rozpatrzmy zbidr czterech liter a, ,a;,a; 1 as,
ktoérych dodawanie okreslone jest za pomoca nastepujacej tablicy:
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lub w formie rozwinigte;:
ap T ao = ao, Qpta=ata =a,
apta;=a;+ap=a, , ap+as;=az;+ay=as,

a;+ta; = ap, a, + a, = ao,
ata=ata = as, ataz=a;+a,= ai,
ataz=as ta; = ay, as + az; = ay.

Dodawanie jest okreslone dla dowolnych dwoch sposrod czterech danych liter. Bezposrednie
sprawdzenie wykazuje, ze to dodawanie spetnia postulaty lacznosci 1 przemiennosci. Litera a, ma
podstawowe wlasnos$ci zera; suma dwoch liter, z ktorych jedna jest ay, rowna si¢ drugiej literze.

W ten sposob okazalo si¢, ze w naszej ,,algebrze czterech liter" sg spetnione postulaty I, II, III i V.



Aby si¢ przekonad, ze postulat IV jest takze spetniony, wystarczy zauwazy¢, ze zatozyliSmy
ao+a():ao, a;ta, = ao, a2+a2=ao, a3+a3=a0,
tzn. ze kazda litera jest do siebie samej przeciwna (przy dodaniu do siebie daje zero). Rozwazana
»algebra czterech liter" moze wydac si¢ na pierwszy rzut oka pewnego rodzaju matematyczng
zabawa, igraszka pozbawiong realnej tresci. W rzeczywistosci prawa tej algebry wyrazone w tablicy
(IT) maja zupetnie realne znaczenie, z ktorym si¢ juz wkrétce zapoznamy; co wigcej, ta ,,algebra
czterech liter" ma powazne znaczenie réwniez w algebrze wyzszej. Nazywa si¢ ona grupa Kleina
rzgdu czwartego.
4.0broty kwadratu. Przyktad trzeci. Postgpujac analogicznie jak postgpowalismy w przyktadzie
pierwszym mozna zbudowa¢ pewng r6zng od poprzedniej ,algebre czterech liter". Rozpatrzmy
kwadrat ABCD 1 jego obroty dookota srodka przeprowadzajace ten kwadrat w pierwotne potoZenie.
Bedziemy przy tym znowu utozsamiali kazde dwa obroty rdznigce si¢ o wielokrotno$¢ 360°. W ten
sposob bedziemy mieli tylko cztery obroty, a mianowicie: obrot zerowy, obrdt o 90°, obrot o 180° 1
obrot o 270°. Oznaczmy je odpowiednio symbolami ao, a;, a,, as. Jezeli przez dodawanie dwoch
obrotow bedziemy znowu rozumieli kolejne wykonanie ich jeden po drugim, to otrzymamy
nastepujaca tablice dodawania, analogicznie do tablicy w przyktadzie drugim:
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Doktadnie w ten sam sposob, co w tym 1 w pierwszym przykladzie, mozna rozpatrywaé obroty
pigciokata foremnego i ogdlnie n-kata foremnego. Pozostawiamy czytelnikowi przeprowadzenie
odpowiednich rozwazan i budowe odpowiednich tablic dodawania.

§ 2. Okreslenie grupy

Zanim posuniemy si¢ dalej w badaniu poszczegdlnych przyktadow podsumujemy rozpatrzone
przyktady, wprowadzajac nastepujaca podstawowa definicje:
Zatézmy, ze dany jest pewien skonczony lub nieskonczony zbior G; zaldézmy dalej, ze dla
dowolnych dwoéch elementéw a i b zbioru G okreslony jest pewien trzeci element tego zbioru
zwany sumg elementu a i elementu b oznaczany przez a+b. Zaldézmy wreszcie, ze ta operacja
dodawania (tj. operacja pozwalajaca przejs¢ od dwoch danych elementow a i b do elementu a + b)
spetnia nastgpujace postulaty:
I. Postulat tacznos$ci. Dla dowolnych trzech elementéw a, b 1 ¢ zbioru G spetniony jest zwigzek
(atb) + c=a+(b + ¢).
Warunek ten oznacza, co nastgpuje: Oznaczmy przez d element zbioru G bgdacy suma elementow a
1 b; tak samo oznaczmy przez e element b + ¢ zbioru G. Woéwczas d + c i a + e sg jednym i tym
samym elementem zbioru G.
II. Postulat istnienia elementu zerowego. Wsrdd elementéw zbioru G istnieje pewien okreslony
element, zwany elementem zerowym i oznaczany symbolem 0, taki ze

at0=0+a=a
dla dowolnego elementu a.
II1. Postulat istnienia elementu przeciwnego do dowolnego danego elementu. Dla kazdego elementu
a zbioru G mozna znalez¢ taki element -a tego samego zbioru G, zZe

at(-a)=(-a)+a=0.
Zbior G z okreslong w nim operacja dodawania speiniajaca wyzej przytoczone trzy postulaty
nazywamy grupg ;same postulaty nazywamy aksjomatami grupy. Niech w grupie G oprocz trzech



aksjomatow grupy bedzie spetniony jeszcze nastepujacy
I'V. Postulat przemiennosci

atb=b+a.
W tym przypadku grupe G nazywamy grupg przemienng lub abelowa. Grupe nazywamy skonczona,
jezeli sklada si¢ ze skonczonej ilosci elementéw; w przeciwnym przypadku nazywamy ja
nieskonczong. Ilo$¢ elementow grupy skonczonej nazywamy jej rzedem.
Zaznajomiwszy si¢ z definicja grupy widzimy, Ze przyklady przytoczone w pierwszych dwoch
paragrafach tego rozdziatu sg przyktadami grup, a mianowicie poznali$my kolejno
1° grupe liczb catkowitych,
2° grupg¢ obrotdéw trojkata rownobocznego (nazywamy ja takze grupa cykliczng rzedu 3),
3° grupe Kleina rzgdu 4,
4° grupe obrotéw kwadratu (grupg cykliczng rzedu 4).
W koncu paragrafu pierwszego wspomniano jeszcze o grupach obrotdw n-kata foremnego (grupy
cykliczne rzgdu n). Wszystkie te grupy sa przemienne; z wyjatkiem grupy liczb catkowitych
wszystkie one sg skonczone. Jezeli chodzi o grupe liczb catkowitych, to jest ona oczywiscie
nieskonczona.

§ 3. Elementarne twierdzenia o grupach

1.Dodawanie dowolnej, skonczonej ilosci elementow grupy. Pierwsze prawidlo otwierania
nawiasow. Postulat tacznos$ci ma w teorii grup i, co za tym idzie, w calej algebrze bardzo wielkie
znaczenie: pozwala on okresli¢ sumg nie tylko dwoch, ale 1 trzech 1 w ogole dowolnej skonczonej
ilosci elementéw grupy i poshugiwaé si¢ przy rozpatrywaniu tych sum zwyklymi prawami
otwierania nawiaséw. W istocie, niech beda dane trzy elementy a, b i c. Dotychczas jeszcze nie
wiemy, co to znaczy doda¢ te trzy elementy: przeciez aksjomaty grupy mowia tylko o sumach
dwoch sktadnikow 1 wyrazenia postaci a + b + ¢ jeszcze nie sg okreslone. Jednakze postulat
facznosci mowi, ze dodajac dwa elementy a i b + ¢ albo dwa elementy a+b i ¢ otrzymamy jako
sume jeden 1 ten sam element. Jest, wigc rzecza naturalng, ze wlasnie ten element, bedacy suma
dwoch elementow a oraz b + c, a takze suma dwoch elementéw a+b oraz c, okreslimy jako sume
elementoéw a, b, ¢ (w tym porzadku jak napisaliémy) i oznaczymy po prostu przez a +b + c. W ten
sposob na rownos¢

atb +c=(a+b)+c=a—+(btc)
nalezy patrzy¢ jako na okre$lenie wyrazenia a+b + c, sumy trzech elementow a, b, c.
Doktadnie tak samo mozna okresli¢ sume czterech elementow a, b, c, d, np. jako a+(b + ¢ + d).
Udowodnimy, zZe przy tym

at(b+c+d)=(atb)+(c+d)=(atb+c)+d.
Na podstawie tego, co powiedzieliSmy poprzednio, mamy przede wszystkim

at((b+c+d)=atb+(c+d).

Ale dla trzech elementow a, b, c+d mamy
atb+(c+d)=(atb)+(c+d).

Z drugiej strony dla trzech elementéw a + b, ¢, d mamy
(a+tb)+(ctd)y=(a+b)+c+d=(a+b+c)+d,

czego nalezato dowiesc.

Niechaj symbol ax +...+a,, gdzie r > k, oznacza sumg kolejnych wyrazéw ciagu ao, ai,... zaczynajac
od wyrazu ze wskaznikiem k konczac na wyrazie ze wskaznikiem r ; na przyktad dla r = k+2
symbol ten oznacza aytayx.+aw: . W przypadku gdy r = k+1, symbol ay +...+a, redukuje si¢ do sumy
ax ta1. Ponadto umawiamy sig, ze dla r = k symbol ten oznacza ay, a dla r < k symbol ten nie ma
sensu.

Wyrazenie a; +...+a, mozna okresli¢ metoda indukcji zupelnej w sposob nastepujacy:

1° Przyjmujemy, ze dla n = 0 wyrazenie to oznacza a,.



2° Jezeli mamy juz okre$lone wyrazenie agt...+a, dla n rownego pewnej liczbie r, to wyrazenie
aot ... ta,dla n=r+1 okreslamy za pomocg wzoru

at...+tan=(a +.. .+a)tam.

Twierdzenie. Jezeli n jest dowolng liczbg naturalng to dla dowolnej liczby naturalnej m < n
zachodzi tozsamo$¢

(1) aot.., T a,= (apt.. . + amy) + (amt.. .+an).

Dowdéd. Dowod przeprowadzimy metoda indukcji zupeinej. Dla n = 1 mamy po stronie lewej wzoru
(1) wyrazenie agt+a, , a prawa strona ma sens jedynie w przypadku, gdy m =1, 1 wowczas po prawe;j
stronie mamy réwniez agta;.

Zalézmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnego n = k i dla kazdego m spetniajacego
warunek m < k; znaczy to, ze zaktadamy prawdziwo$¢ wzoru

(2) aot.. .Fa = (ao t .. .Fam)H(amt... + a),

gdzie m < k. Udowodnimy prawdziwo$¢ twierdzenia dla n = k+1 i dla kazdego m spelniajacego
warunek m <k+1. Dodajac do obu stron wzoru (2) wyraz ax:; otrzymamy

(apt.. Fa)tae = (agt.. . + am1) + (amt.. tay) + a,
skad

agt...ta = (ao + ... +am) + (amt...Fax) + e,
czyli

(3) aot.. . Fa = (a0+.. .+am.1) + (am+.. .+ak+1).

4)
W ten sposob z zalozenia prawdziwo$ci wzoru (1) dla pewnego n = k 1 kazdego m spetniajacego
warunek m < k wyprowadzili$my prawdziwos¢ wzoru (1) dla n=k+1 i m < k . Dla zakonczeniu
dowodu trzeba jeszcze wykaza¢ prawdziwos¢ wzoru (3) dla m=k+1, czego mozna dokonaé przez
bezposrednie sprawdzenie. Twierdzenie zostato udowodnione.

2.Moment zerowy grupy. Postulat istnienia elementu zerowego mowi: W grupie istnieje pewien
element 0 taki, Ze dla dowolnego elementu a grupy spetniony jest warunek
(1) at0=0+a=a.
Postulat ten wcale nie mowi, ze w danej grupie nie moze by¢ innego elementu 0', r6znego od 0, o
tej samej wiasnosci

at0'=0'ta=a
dla dowolnego a.
Nieistnienie takiego elementu 0' wynika z nastgpujacego silniejszego twierdzenia, ktore nazywane
jest niekiedy twierdzeniem o jednoznacznosci elementu zerowego:
TWIERDZENIE. Jezeli dla jakiego$ okreslonego elementu a grupy G mozna znalez¢ element 0
spetiajacy jeden z warunkoéw

at0,=alub0,ta=g3,

te 0,, gdzie 0 jest elementem zerowym grupy G.

Dowod. Zatézmy najpierw, ze a+0, = a. Zauwazmy przede wszystkim, ze dla dowolnego elementu
b mamy

b+0,=(b+0)+0,=b+0+0,,
co po podstawieniu (-a) + a w miejsce 0 daje

b+ 0,=b + (-a)+a+0,=b+(-a) + (a+ 0,) =b+(-a)+a-b.



Doktadnie w ten sam sposéb otrzymujemy
0,tb=(0+0,)+b=(-a)+a+0,tb=(-a)+ (a+0,) + b=(-a)tatb=b.

Tak wiec dla dowolnego b zachodza réwnosci
b+ 0,=0,+b =b.

Podstawmy w szczegolnosci b = 0. Otrzymamy

2 0+0,=0,.

Ale z drugiej strony, na mocy okre$lenia elementu zerowego, mamy

3) 0 + 0a=0a.

Z réwnosci (2) 1 (3) wynika ,ze

czego nalezato dowies¢.
Zupelnie w ten sam sposob mozna wyprowadzi¢ tozsamos¢ 0, = 0 z zatozenia 0,+ a = a.

3. Element przeciwny. Postulat istnienia elementu przeciwnego do danego elementu grupy mowi:
Dla kazdego elementu a grupy G istnieje doktadnie okreslony element - a taki, ze

(-a)ta=a+(-a)=0.

I tu znowu stwierdzimy tylko istnienie elementu -a nie stwierdzajac jednak wecale jego
jednoznaczno$ci. Udowodnimy jednoznacznos$¢ tego elementu, tj. udowodnimy nastepujace
Twierdzenie. Jezeli dla danego elementu a grupy G istnieje w tej grupie element a' spetniajacy jeden
z warunkow
ata' =0luba+ta=0,
in zawsze a' = -a, gdzie -a oznacza element przeciwny do elementu a.
Dowod. Niech
ata=0.
Skad wynika, ze
(-a) + (ata’) = (-a) + 0= -a,
to znaczy
[(-a)+a]ta'=-a,
czyli
O+a'=-a,
skad
a'=-a.
W zupetnie taki sam sposdb mozna wyprowadzi¢ tozsamos¢ a' = -a z zalozenia a'+a=0.
Tak wiec dla danego a istnieje doktadnie jeden element x spetniajacy rownos¢ a + x = 0 lub x+a=0,
a mianowicie element x = -a.
Wezmy teraz pod uwage element -a. Element a spetnia warunek
(-a)+a=0,
tzn jest on dla elementu -a tym wiasnie elementem przeciwnym x = - (- a), o ktorym dopiero co
byta mowa, tak wigc
- (-a)=a.



4. Odejmowanie. Drugie prawidlo otwierania nawiaséw. Niech dane b¢da dwa elementy a i b
grupy G. Do kazdego z elementdéw a i b istnieje element przeciwny, a mianowicie odpowiednio -a i
— b. Sumg¢ elementu b i elementu - a nazywamy rdéznica miedzy elementem b (odjemng) i
elementem a (odjemnikiem) i oznaczamy przez b - a

(1) b + (-a) =b-a.
W ten sposob ostatnia rowno$¢ jest okresleniem roznicy b - a, tj. okresleniem odejmowania (jako
dziatania, okreslajacego roznice elementoéw b i a. Na mocy okreslenia elementu -a i postulatu
lacznosci dodawania mamy
(2) (b-a) ta=[b+(-a)] +a=b+[(-a) +a]=b,
tzn. odjemna jest rowna sumie réznicy 1 odjemnika. Innymi slowy, b - a jest pierwiastkiem
réwnania
3) x+a=b.
Ten pierwiastek jest jedyny, jezeli bowiem c jest pierwiastkiem rownania (3), to c+a=b, co znaczy,
ze

cta+ (-a)=b + (-a),
skad

¢ =b + (-a) = b -a. Tak samo réwnanie
4) a+x=b
ma jedyny pierwiastek - a+b .
UWAGA. Czasami pierwiastek réwnania (3), tj. element b — a = b + (- a), nazywamy rdznica
prawostronng, a pierwiastek rownania (4), tj. element -a + b r6znicg lewostronng elementéw b i a.
W grupach abelowych roznice te sg oczywiscie identyczne.
Whiosek. Jezeli a+b = a+c, a takze jezelib+a=c+a,tob=c.
Dla odejmowania podstawowe znaczenie ma wlasno$¢ elementu przeciwnego do sumy elementow
grupy wyrazona wzorem

-(atb)=-b-a.
W istocie, element -(a + b) jest jedynym elementem grupy, spetniajagcym warunek
(5) atb+x=0,
ale

atb + [(-b) + (-a)] =at[b+(-b)[+(-a)= a+ 0+ (-a)=a+(-a)=0.

Tak wigc wilasnie element x =( - b) + (-a) speinia warunek (5), czyli istotnie - (a + b) = (- b) + ( - a),
co mozna napisa¢ w postaci -(a + b) =-b - a.
Metoda indukcji zupetnej otrzymujemy bez trudu ogolny wynik
- (at ... Ha,)= - ap-ani- ... -4,
gdzie prawa cz¢$¢ oznacza element
(- an)t(-an)t... +(-a1)
Stad na mocy okreslenia odejmowania wynika
c-(a+b)=c-b-a
1 w ogolnosci
(6) c-(at... tayi + a,) = ¢ — ay -ang1 - ... - a.

W grupach abelowych porzadek czynnikéw nie odgrywa zadnej roli i mozemy napisac



(6') c-(at..Ffanita) =c—aj-..-an - an.

We wzorze (1) ustepu 1 zawarte sg zwykle prawidta elementarnej algebry dotyczace otwierania
nawiasOw przy dodawaniu i odejmowaniu.
5. Uwagi dotyczace aksjomatyki grup. Dotychczas nie stawialiSmy przed soba zadania
znalezienia najmniejszej ilo$ci postulatow, wystarczajacych do okreslenia pojgcia grupy. Istotnie,
zadaliSmy poczatkowo, zeby element zerowy spetniat warunki

at+0=0+a=a
1 zeby element - a przeciwny do danego elementu a spetniat warunki

at(-a)=(-a)ta=0.
Tymczasem jednak na podstawie twierdzen udowodnionych w ustepach 2 i 3 tego paragrafu
wystarczytoby zadaé spetniania ktoregokolwiek z warunkow: badz a + 0 = a, badz 0 + a = a, a takze
ktoregokolwiek z warunkow: badz a+ (-a) = 0, badz (-a) + a =0.
Wreszcie zaznaczamy jeszcze, ze w okresleniu grupy (§ 2) postulaty II 1 III, tj. postulat istnienia
elementu zerowego 1 postulat istnienia elementu przeciwnego, mozna by zastgpi¢ jednym
postulatem nastepujacym:
Postulat nieograniczonej mozliwosci odejmowania: Dla dowolnych, dwdch elementéw a 1 b mozna
znalez¢ elementy x 1y takie, ze a+x=b i y+a=b.
Polecamy czytelnikowi przeprowadzenie dowodu.

Rozdzial 11

GRUPY PERMUTACJI

§ 1. Okreslenie grupy permutacji

Jesli trzech ludzi: Pawet, Jan 1 Piotr, siedzi na tawce , zat6zmy, od strony lewej ku prawej, to mozna
ich przesadzi¢ na sze$¢ réznych sposobow, a mianowicie (liczac caly czas od strony lewej ku
prawej):

1°Pawel, Jan, Piotr,

2° Pawel, Piotr, Jan,

3° Jan, Pawel, Piotr,

4° Jan, Piotr, Pawel,

5° Piotr, Pawel, Jan,

6° Piotr, Jan, Pawel.

Przejscie od pewnego dowolnego uporzadkowania, jakim oni siedzg, do dowolnego innego
uporzadkowania nazywamy permutacja. Permutacje zapisujemy w nastepujacy sposob:

" Pawel, Jan, Piotr
. Jan, Piotr, Pawel

oznacza to, ze Jan siadl na miejscu Pawla, Piotr — na miejsu Jana, a Pawel na miejscu Piotra.

W tym sensie mozna mowi¢ o permutacjach dowolnych przedmiotéw. Poniewaz przy tym rodzaj
przestawianych. przedmiotéw nie ma znaczenia, wigc przedmioty te oznaczamy zazwyczaj liczbami
1 moéwimy o permutacjach liczb. Tak wiec dla trzech liczb 1, 2, 3 otrzymujemy sze$¢ permutacji

(123) "XIET (123 ) |"123"|

|321)

123) (123
|k133f,|‘-._~192, (213 )°(231)°(312 )



Kazda permutacja polega na tym, Zze na miejsce liczby stojacej w gérnym wierszu stawiamy liczbe
podpisang pod nig w dolnym wierszu. Pierwsza permutacja:

|" 123 ]

123

nazywa si¢ permutacja tozsamosciowa, pozostawia ona kazda liczb¢ na swoim miejscu.
Druga permutacja

J

T e
Lok

LS

e

polega na tym, ze liczba 1zostaje na swoim miejscu, liczba 3 wchodzi na miejsce liczby 2, a liczba
2 - na miejsce liczby 3 itd. Ogdlna posta¢ permutacji z n liczb 1, 2, . .., n jest nastepujaca:

|" 12...m)

ngHJHJ

Tutaj 1,12,..., 1" $3 tymi samymi liczbami 1, 2, ..., n, tylko napisanymi w innym na ogo6t porzadku,
np.

(12345

31452 )

Tuoczywiscien=5,1,=3,,=1,13=4,1, =5, is =2 . Jak wiadomo, z n liczb mozna otrzymac¢ n!
permutacji. Powr6¢my do permutacji z trzech liczb. Dodanie dwdch permutacji oznacza ich kolejne
wykonanie. W rezultacie otrzymamy znowu permutacj¢, zwang sumg dwoch danych permutaciji.
Dodajmy na przyktad permutacje

Pierwsza permutacja zamienia jedynke na dwojke, a druga pozostawia dwojke bez zmiany; tak wigc
po kolejnym przeprowadzeniu obu permutacji jedynka przejdzie na dwojke. Dokladnie tak samo
rozumujac przekonamy sie, ze po przeprowadzeniu kolejno obu permutacji dwojka przejdzie na
miejsce trojki, a trojka zostanie przeprowadzona na miejsce jedynki. Dlatego

I/
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Doktadnie w taki sam sposéb mozna doda¢ dowolne dwie permutacje. Aby w dogodny sposob
zapisac rezultaty tych wszystkich dodawan wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia:

(123" (123
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Py nazywamy permutacja tozsamosciowa.

Aby znalez¢ sume dwoch permutacji, na przyktad P,+Ps, nalezy wziag¢ wiersz, w ktorego nagldwku
(pierwszy sktadnik) znajduje si¢ pierwsza permutacja (w naszym przypadku P,), i kolumne, w
naglowku ktoérej (drugi skladnik) znajduje si¢ druga permutacja (w naszym przypadku P4). Na
przecigciu wybranego Wiersza 1 wybranej kolumny bedzie znajdowata si¢ szukana suma P, + P,=P;.
Przeprowadzimy ten rachunek szczegétowo. Mamy

i
P, =

i,

—

3

1

e

) i (123)
, F=
312)

I
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1 za pomocg takich samych rozwazan, jak w przypadku réwnosci (1) otrzymamy

(123} (123 (123}
+ -
213) "(312) 1132

tj. istotnie P, + P, = P;. Otrzymujemy nastepujacg tablice dodawania:

; Drugi |
e sktadnik

Pler= § MUOEA™ e 7O T - PR - )

WSZY B

skladnik
P, P, PL P-.' Pn By P.‘.
P] HF P[’] P;| Pl-a_ P;. Pd
P, Py o Pe il 518y - VB
P:s P: P; P!_ PI. PL\ PE
Pq. | P.": PE P5 P':J Pﬂ_ P1
Foooe. P P PP P

Polecamy czytelnikowi sprawdzi¢ tym samym sposobem calg te tablice dodawania. Przez
bezposrednie sprawdzenie (a takze za pomoca prostych rozwazan) mozna si¢ przekona¢, ze nasze
dodawanie spetnia postulat tagcznosci. Rolg elementu zerowego (zera) odgrywa oczywiscie
permutacja tozsamosciowa:

123)
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Wreszcie dla kazdej permutacji i istnieje przeciwna do niej, dajagca w sumie z nig permutacje
tozsamos$ciowg; permutacja przeciwna do danej stawia wszystkie liczby, przestawione przez dang
permutacjg, na ich poprzednie miejsce. Tak na przyktad

Aby od razu znalez¢ w naszej tablicy permutacj¢ przeciwna do danej, nalezy w wierszu
oznaczonym z lewej strony dang permutacjg znalez¢ element Po; w nagtéwku kolumny, do ktorej
nalezy ten element, stoi wtasnie permutacja przeciwna do danej. Mamy, jak tatwo si¢ przekonac,



-Py =Py, -P, =P, -Py=P;,
-P1: Pl, -P3 = P4, -P5 = P5

Tak wigc dodawanie permutacji spetnia wszystkie aksjomaty grupy; zbior wszystkich permutacji z
trzech elementdéw tworzy grupe. Grupe te oznaczamy przez S;. (Grupa S; jest skonczona, jej rzad
wynosi 6. Nie jest ona grupg abelows. Istotnie, mamy na przyktad

P2+P3:P5, P3+P2:P1.
§ 2. Pojecie podgrupy, wyjasnione na przykladzie grup permutacji

1.Przyklad i okreslenie. Jest naturalnym pytanie, czy mozna otrzymaé grupeg, biorgc nie
wszystkie , a tylko niektére sposrod naszych permutacji (z tychze trzech liczb) i pozostawiajac
oczywiscie te same prawa dodawania. Latwo si¢ przekona¢ ,ze odpowiedZ na to pytanie jest
twierdzaca. W istocie , rozpatrzmy na przyktad pare elementow P, i P, .Nasza tablica dodawania
daje nam bezposrednio

P0+P0:P0, P0+P1:P19
P] + P() = P] P1+P|:P0.

Widzimy, ze wszystkie aksjomaty grupy sa spetnione (w szczegdlnosci -Po = Py 1 -P1=P, ), to
znaczy, ze elementy P, i P, tworza grupe bedaca czescia grupy wszystkich permutacji z trzech
liczb. Doktadnie w ten sam sposob przekonamy si¢ z kolei, ze pary elementéow P, i P, oraz Py 1 Ps
takze tworza grupe. Para P, i P; (a takze para P, i P4) nie tworzy grupy, poniewaz P; + P3= P, (4.
element P; dodany do samego siebie daje w wyniku element nie nalezacy do naszej pary). Te proste
rozwazania uprawniaja nas do wprowadzenia nastepujacej ogolnej definicji:

Jesli dana jest dowolna grupa G 1 jezeli zbiér H sktadajacy sie¢ z pewnych elementow grupy G
tworzy grupe (o tej samej operacji dodawania co w grupie G), to grupa H nazywa si¢ podgrupa
grupy G.

W ten sposob kazda z par elementow (Po,P;), (Po, P2) , (Po, Ps) jest podgrupa rzedu 2 grupy S .
Innych podgrup rzedu 2 grupa S; nie zawiera; z okreslenia podgrupy wynika, ze kazda podgrupa H
grupy G zawiera element zerowy grupy G, to znaczy, ze kazda podgrupa rzedu 2 grupy S; ma
postac (Po, Pi), gdzie i jest jedng z liczb 1, 2, 3, 4, 5; ale widzieliSmy, Ze 1 nie moze rownac si¢ ani 3,
ani 4, wobec czego pozostaja tylko rozpatrzone juz podgrupy (Po, P1), (Po, P2), (Po, Ps) . W grupie S;
istnieje takze podgrupa, sktadajaca si¢ z trzech elementow (podgrupa rzedu 3). Jest to podgrupa (P,
P;, P4). Niech czytelnik sam przekona sig, i jest to jedyna podgrupa rzgdu 3 zawarta w S;. Podgrup
rzedu 4 15 w grupie S;w ogdle nie ma 1. Tak wiec podgrupami grupy S3 s3:

1° trzy podgrupy rzedu 2, mianowicie (Po, Py), (Po,P2), (Po, Ps);

2° jedna podgrupa rzgdu 3, mianowicie (Po, Ps, Ps).

W ten sam sposob, w jaki zbadaliSmy grupe S; mozna bytoby zbada¢ grupe S., sktadajaca si¢ ze
wszystkich permutacji z czterech liczb.

Grupa S*jestrzedu 1 « 2 « 3 « 4 =24. W ogdlnym przypadku dla dowolnego n wszystkie permutacje
z n liczb tworza grupe S, rzedu 1¥2*3*.. *n. Prawo dodawania jest we wszystkich tych grupach
jednakowe: Doda¢ dwie permutacje z n liczb - znaczy kolejno wykona¢ te permutacje jedng po
drugiej. Zaznaczymy wreszcie, ze grupe S, wszystkich permutacji z n elementow nazywa si¢ czgsto
grupg symetryczng (permutacji z n elementow).

Dowolng podgrupe¢ grupy S, nazywamy grupa per mutacji z n elementow.

2.Warunek, aby podzbioér grupy byl podgrupa. Przy dowodzie, ze pewien podzbiér H grupy G
jest podgrupa, bardzo wygodnie bywa postugiwac si¢ nastepujacym twierdzeniem:

Podzbior H grupy G jest wtedy 1 tylko wtedy podgrupa grupy G, jezeli spelnione sa nastepujace



warunki:
1° Suma dwoch elementow a i b zbioru H (w sensie dodawania, okreslonego w grupie G) jest
elementem zbioru H.
2° Element zerowy grupy G jest elementem zbioru H.
3° Dla dowolnego elementu zbioru H element przeciwny do niego takze nalezy do H.
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze nasze warunki wyrazaja doktadnie zadanie, aby operacja
dodawania okre$lona w G, ale stosowana tylko do tych elementow grupy G, ktore naleza
jednoczesnie do H, spetniata wszystkie aksjomaty grupy (lacznosci zadac¢ nie trzeba: jest ona
spetniona przy dodawaniu dowolnych elementéw zbioru G, wigc tym bardziej jest spelniona w
przypadku szczeg6lnym, gdy te elementy sg zarazem elementami zbioru H).

§ 3. Permutacje jako odwzorowania zbioru skonczonego na siebie3). Permutacje parzyste i

nieparzyste

1.WprowadziliSmy pojecie permutacji sposobem elementarnym i zarazem nieco ,,chalupniczym",
jak to zwykle si¢ czyni. Jezeli nie obawiac si¢ ogdlnomatematycznych terminéw, to permutacje z n
elementow okreslamy prosto jako wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f zbioru danych n
elementow na ten sam zbior. Jezeli naszymi elementami sg, przypusémy, liczby 1,2,3,..., n, to
permutacje¢

{120

\a,a,..a, )

okresla si¢ jako funkcje
a= f(k) , k=1,2,..,n

przy czym zaréwno argument, jak i warto$¢ funkcji przebiegaja zbior liczb 1,2, ... ,n. Dla dwoch
réznych warto$ci argumentu wartosci funkcji sa zawsze rdzne.

W szczeg6lnosci permutacja jest doktadnie okreslona, jezeli dla kazdego k dana jest wartos¢ f(k), tj.
dk.

Skad wynika, Ze jest rzecza zupelie nieistotng, w jakim porzadku zapisane sg liczby w gérnym
wierszu 1 wazne jest tylko, aby pod liczba k byta napisana wilasnie liczba a. Na przyktad

(llSdSﬁ.”3452 \
i
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sg dwoma zapisami jednej 1 tej samej permutacji. Tej wlasciwie oczywiste] uwadze mozna tez nadac

nastepujaca postac:

Niech dana bedzie permutacja

( 123..n )
) A=|
\ 3y .d )
Jezeli
{123.n
) P=|
P, )
jest dowolng permutacja z tych samych liczb 1, 2, . .. , n, to permutacj¢ (1) mozemy zapisa¢ w
postaci
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2. Permutacje parzyste i nieparzyste. Niech dana bedzie permutacja

(123..n )
A=|
| )

Rozpatrzmy dowolny zbior sktadajacy sie z jakichkolwiek dwoch sposrod liczb 1, 2,.. .n,
przypusémy z liczb 1 1 k. Taki zbiér nazywamy parg liczb, a mianowicie para, sktadajaca si¢ z
elementdw 11k, i oznaczamy przez (i, k).

Jak wiadomo, ilo$¢ wszystkich par, ktore mozna wybra¢ sposréd danych n elementdéw, wynosi

(n)  n(n-1)

2] 1*2

.,

Moéwimy, ze para skltadajaca si¢ z elementow 1 i1 k nie daje nieporzadku w permutacji A, jezeli
roznice 1 - k oraz a; - a, majg ten sam znak; oznacza to, ze jezeli 1 < k, to musi by¢ a; < ay; jezeli
natomiast 1 > k, to musi by¢ a; > a.. W przypadku przeciwnym méwimy, ze nasza para daje w
permutacji A nieporzadek lub czesciej: inwersje. Widzimy, ze jezeli para (i, k) daje inwersjg, to
mamy albo i<kiai>agalboi>k i aj<a.
Jako przyktad rozpatrzymy permutacje grupy Ss.

(123)
W permutacji £ =| 123 ‘ nie ma ani jednej inwersji

e

W permutacji  p _ (123 ~.|. jedyna inwersje tworzy para (2,3)
bol132)
W permutacji  p — 123 jedyna inwersje tworzy para (1,2)
-1 213)
(123)
W permutacji i = I 131 istniejg dwie inwersje utworzone przez pary (1,3)1(2,3)
W permutacji p (123} istnieja dwie inwersje, utworzone przez pary (1,3) i (1,2)
tol312
W permutacji p _ (123 istniejg trzy inwersje utworzone przez pary (1,2),(1,3) 1 (2,3)
To1321
%

Okreslenie. Permutacje majaca parzysta ilo$¢ inwersji nazywamy permutacjg parzystg; permutacje
majaca nieparzysta ilo$¢ inwersji nazywamy permutacja nieparzysta. WidzieliSmy, ze w grupie S;
permutacje parzyste (Po,P; 1 P4) tworza podgrupe. Naszym zadaniem bedzie udowodni¢, ze to samo
zachodzi dla dowolnej grupy S,. Dowdd, ten opiera si¢ na pewnych wstgpnych rozwazaniach, do
ktorych obecnie przejdziemy.

Znakiem permutacji A bedziemy nazywali liczbe +1, je zeli permutacja A jest parzysta, a liczbe -1,
jezeli jest ona nieparzysta. Abstrahujac od zwyklego uzycia tego stowa nazwiemy teraz znakiem
liczby wymiernej r liczbe +1, jezeli r jest dodatnie, liczbe -1, jezeli r jest ujemne i liczbe 0, jezeli =
0. Znak liczby r w wyzej ustalonym sensie bedziemy oznaczali przez sgn r. Przy tych oznaczeniach
jest jasne, ze znak permutacji A rowny jest iloczynowi znakow wszystkich n(n - 1)/2 liczb (i — k)/(a;
- &), przy czym utamek (i - k)/(a; - ax) = (k-1)/(ax - a; tworzymy dla kazdej pary wybranej sposrod
liczb 1, 2, 3,..., n tylko raz. Ta uwaga postuzy nam przy dowodzie nastepujacego twierdzenia:

Znak sumy dwoch permutacji rowna si¢ iloczynowi znakow skladnikow.

Niech dane beda dwie permutacje



\aa,..a ) \ b, b,
Ich sumg jest oczywiscie permutacja
(1) p (1231 )
T b b, b, |

b

Znak A rowny jest iloczynowi wszystkich znakow
1-k / ai-ag
Znak B rowny jest iloczynowi wszystkich znakéw

i-k / by — by
Poniewaz mozna takze napisac

b
H

&by, )

(aa,..a

B

wiec mamy:
Znak B rowny jest iloczynowi wszystkich znakdw (a;- ax)/(bi - by). Stad natychmiast wynika:

sgn A *sgn B=

= iloczynowi wszystkich sgn i-k/a;i-ax * sgn ai-aw/bai-ba =
= iloczynowi wszystkich sgn i-k/a;-ax * a;-ax/b,i-ba =
= iloczynowi wszystkich sgn i-k / b, - b

Ale ostatni iloczyn jest réwny znakowi permutacji

tj. permutacji A+B, co nalezato okazac.

Z udowodnionego twierdzenia bezposrednio wynika: Suma dwodch permutacji jednakowej
parzystosci jest permutacja parzystg, a suma dwdch permutacji o roznej parzystosci jest permutacja
nieparzystg. Permutacja tozsamos$ciowa nie zawiera ani jednej inwersji i, co za tym idzie, jest
permutacjg parzysta. Dalej mamy

A+ (-A)=0,
tj. suma danej permutacji A i permutacji do niej przeciwnej jest permutacja parzysta; stad na
podstawie udowodnionego wyzej twierdzenia wynika, Zze dowolna permutacja ma t¢ samg
parzystos¢ co przeciwna do niej. Tak wiec suma dwodch permutacji parzystych jest permutacja
parzysta, permutacja tozsamos$ciowa jest permutacja parzysta i permutacja przeciwna do parzystej
jest tez parzysta. Stad wynika, ze zbidér wszystkich permutacji parzystych z n elementow jest
podgrupa grupy S, wszystkich permutacji z n elementéw. Grupa permutacji parzystych z n
elementow nosi nazwe¢ naprzemiennej lub alternujacej grupy permutacji z n elementow 1 jest
oznaczona przez A,.



Twierdzenie. Rzad grupy A, wynosi n!/2 . Innymi stlowy do grupy A, nalezy dokladnie polowa
wszystkich permutacji z n elementéw. Aby si¢ o tym przekona¢, wystarczy ustali¢ wzajemnie
jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy zbiorem wszystkich parzystych a zbiorem wszystkich
nieparzystych permutacji z n elementow. Odpowiednio$¢ takg ustalimy, jezeli wybierzemy dowolng
nieparzystag permutacj¢ P 1 kazdej permutacji parzystej A przyporzadkujemy odpowiednio
permutacje P + A. Tym sposobem:

1° Kazdej permutacji parzystej bedzie odpowiadala permutacja nieparzysta.

2° Dwom réznym permutacjom parzystym beda odpowiadaly rozne permutacje nieparzyste.

3° Kazda permutacja nieparzysta B bedzie przyporzadkowana jednej (i tylko jednej) permutacji
parzystej, a mianowicie permutacji -P + B.

W ten sposéb wspomniana odpowiednio$¢ jest odpowiednio$cia wzajemnie jednoznaczng migdzy
zbiorem wszystkich permutacji parzystych a zbiorem wszystkich permutacji nieparzystych.

Rozdzial 11

PEWNE OGOLNE UWAGI O GRUPACH. POJECIE IZOMORFIZMU

§ 1. ,,Addytywna” i ,multipikatywna” terminologia w teorii grup

Cze$ciami sktadowymi pojecia grupy sa:
a) zbior tych przedmiotow (liczb, permutacji, obrotdéw itp.), ktdre sg elementami grupy;
b) okres§lona operacja, czyli dziatanie, ktére nazwalismy dodawaniem, a ktére pozwala dla kazdych
dwoch i elementow a i b naszej grupy znalez¢ trzeci element a + b tejze grupy.
Wybrali§my termin dodawanie na oznaczenie dziatania, ktore zachodzi w kazdej grupie. Wybor
tego czy innego terminu nie wplywa oczywiscie na istote rzeczy; W odniesieniu do kazdej grupy
mozna by méwi¢ o mnozeniu jej elementdw (a nie o ich dodawaniu), prowadzi¢ rozwazania w
jezyku multyplikatywnym, a nie w addytywnyrn. Dotychczas zaznajomiliSmy si¢ z jezykiem
addytywnym, czyli jak méwimy z addytywnym zapisem grupy. Teraz pokazemy, jak wyraza si¢
aksjomaty grupy w jezyku multyplikatywnym (w multyplikatywnym zapisie).
Przede wszystkim zadamy, zeby dla kazdych dwodch elementéw a i b naszego zbioru G byt
jednoznacznie okreslony element ab - iloczyn dwoch elementoéw a 1 b. Charakterystyczne dla grup
aksjomaty przyjma przy tym nastgpujaca postac:
I. Postulat tacznosci

(ab)c=a(bc).
II. Postulat istnienia elementu jednostkowego.
Wsréd elementow zbioru G istnieje pewien dokladnie jeden element, zwany elementem
jednostkowym, ktory oznaczamy przez e i nazywamy jednoS$cig grupy, taki ze

ae=ea=a
dla dowolnego elementu a.
II1. Warunek istnienia elementu odwrotnego do kazdego danego elementu grupy.
Dla kazdego danego elementu a zbioru G mozna znalez¢ doktadnie jeden taki element a™' zbioru G,
ze

aa'=a'a=e¢.
Widzimy wiec, ze jezeli przemianowac¢ operacje okreslajaca dang grupe z dodawania na mnozenie,
to bedzie rzecza naturalng zmieni¢ tez nazw¢ elementu ,,neutralnego" z zera na jedno$¢ i méwic o
elementach odwrotnych (a'), zamiast o elementach przeciwnych (-a) Ta multyplikatywna
terminologia jest historycznie wcze$niejsza 1 obecnie stosowana jest przez niewatpliwa wiekszo$¢
autoréw. Najwygodniej jest w pewnych przypadkach prowadzi¢ rozwazanie tyczace grup w ad-
dytywnym, a w innych w multyplikatywnym jezyku. Wreszcie - jest wiele przypadkow, gdy oba
jezyki sa jednakowo wygodne. Jako przyktad, w ktérym rzeczywiscie wygodniej jest postugiwac
si¢ jezykiem addytywnym, wskazemy grupe liczb catkowitych; operacja grupowa jest tu zwykle
arytmetyczne dodawanie, elementem zerowym - zwykle arytmetyczne zero, a pojgcie liczby



przeciwnej ma takze swoj zwykly arytmetyczny sens. Nie ma sensu spierac si¢ o to, Ze niezgrabnie 1
niewygodnie byloby zwykle arytmetyczne dodawanie nazwa¢ nagle mnozeniem, zero - jedno$cig
itd. Jednakze czytelnik powinien dobrze zrozumie¢, ze - niezaleznie od wszelkich niewygod takiego
przemianowania - jest ono catkiem mozliwe 1 nie doprowadza do zadnych sprzecznosci tak diugo,
jak dtugo ograniczaliby$Smy si¢ do badania grupy liczb calkowitych, tj. rozpatrywali jedng operacje
na liczbach calkowitych, 3 mianowicie arytmetyczne dodawanie.
Jezeli rownocze$nie z arytmetycznym dodawaniem i rozpatrywalibySmy i1 mnozenie (tez w
elementarnym, arytmetycznym znaczeniu), to przemianowanie, o ktérym byta mowa, dodawania na
mnozenie oczywiscie zupelnie zagmatwatoby terminologie. Jako przyktad grupy, dla ktorej,
przeciwnie, bardziej wygodny jest jezyk multyplikatywny, rozpatrzmy grupe R, sktadajaca si¢ ze
wszystkich dodatnich 1 ujemnych liczb wymiernych tj. ze wszystkich liczb wymiernych réznych od
zera.
Jako operacj¢ grupowa w grupie R przyjmiemy zwykle arytmetyczne mnozenie. To dziatanie jest
oczywiscie taczne; zwykla jedynka spelnia w odniesieniu do naszej operacji postulat II:
a+1=adladowolnegoa.
Wreszcie - dla kazdego elementu zbioru R (tj. dla kazdej liczby wymiernej a # 0) istnieje liczba
wymierna a'= 1/a # 0, spelniajgca warunek aa'=l. Tak wiec wszystkie aksjomaty grupy sg
spetnione; zatem wszystkie liczby wymierne rézne od zera tworzg grupe ze wzgledu na dziatanie
zwykltego arytmetycznego mnozenia. Poniewaz ab = ba, wigc grupa ta jest abelowa. Podgrupa tej
grupy jest grupa wszystkich liczb wymiernych dodatnich (a > 0). W odniesieniu do tych grup
wygodniej jest postugiwac si¢ jezykiem multyplikatywnym. Niech czytelnik przekona si¢ sam, ze
liczby wymierne ujemne nie tworza grupy ze wzgledu na dziatanie zwyklego arytmetycznego
mnozenia. Wreszcie wszystkie liczby wymierne (wlaczajac w to i liczbe zero) nie tworza grupy ze
wzgledu na operacje arytmetycznego mnozenia, poniewaz nie istnieje liczba odwrotna do zera.
Niemniej jednak ze wzgledu na operacj¢ dodawania zbidr wszystkich liczb wymiernych tworzy, jak
si¢ o tym fatwo mozna przekonaé, grupe R. Grupa ta zawiera jako podgrupe grupe liczb
catkowitych. Aby skonczy¢ omawianie probleméw terminologicznych, zaznaczymy, ze w
odniesieniu do grupy permutacji nie ma powaznych podstaw do przektadania jezyka addytywnego
nad multyplikatywny czy odwrotnie. Jednakze w jezyku multyplikatywnym jedno z twierdzen
poprzedniego rozdziatu otrzymuje bardziej symetryczng forme¢, a mianowicie: Znak iloczynu
dwoéch permutacji rdwna si¢ iloczynowi ich znakow. W obecnych czasach staje si¢ rzecza coraz
bardziej ogolnie przyjeta mowi¢ o grupach abelowych w jezyku addytywnym (chociaz widzieliSmy
dopiero co wyjatek od tej zasady na przyktadzie grupy liczb wymiernych réznych od zera).
W tej ksigzce bedziemy trzymali si¢ jezyka addytywnego nawet w zastosowaniu do grup
nieabelowych.

§ 2. Grupy izomorficzne

Rozpatrzmy z jednej strony grupe R; obrotow trojkata réwnobocznego (rozdz. 1, § 1), a z drugiej
strony zawarta w grupie wszystkich permutacji z trzech cyfr podgrupe As, skladajaca si¢ z trzech
elementow Py,P3,P4 (rozdz. 11, §2). Elementy grupy R; oznaczali$my przez ao,a;,a,. Ustalimy teraz
nastepujaca wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy elementami grupy R; u elementami
grupy As:

dp <> Po,
a; <« P3,
a, <> Py

Ta odpowiednio$¢ zachowuje dodawanie w nastepujacym sensie. Jezeli dowolny element w lewe;j
kolumnie moze by¢ napisany w postaci sumy dwoch elementow (oczywiscie nalezacych do tej
samej lewej kolumny), na przyklad as+a; = a; lub a;+a;= a,, lub a, + a, = a, 1 jezeli kazdy element
otrzymanej rownosci zastagpimy przez odpowiedni element z prawej kolumny, to réwnos¢



pozostanie prawdziwa. Widzimy wigc, ze grupy R; 1 As, chociaz sktadajg si¢ z elementow rdznego
gatunku (jedna grupa sklada si¢ z obrotéw trojkata, druga z permutacji cyfr), zbudowane sg
jednakowo; tablice dodawania tych grup ro6znig si¢ tylko oznaczeniem i, co za tym idzie, przez
zmiang tych oznaczen, tj. przez przemianowanie elementéw, mogg one by¢ przeksztatcone jedna w
druga. Takie grupy, w ktorych przy odpowiednim wyborze oznaczen elementdéw tablice dodawania
s identyczne, nazywamy grupami izomorficznymi. Zazwyczaj definicje¢ izomorfizmu grup
wypowiada si¢ w nieco innej formie. Chodzi o to, Ze ,,przemianowanie" elementdw w tablicy
dodawania, o ktére chodzilo w naszym okre§leniu izomorfizmu, sprowadza si¢ w istocie do
ustalenia wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy elementami dwoch grup. Podamy teraz
okreslenie izomorfizmu wychodzac bezposrednio z pojecia odwzorowania wzajemnie
jednoznacznego.
Okreslenie I. Niech dana bgdzie wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢

geog
migdzy zbiorem wszystkich elementow grupy G i zbiorem wszystkich elementow grupy G'.
Powiemy, ze ta odpowiednio$¢ jest odpowiednio$cig izomorficzng (lub izomorfizmem) migdzy
tymi grupami, jezeli spelniony jest warunek zachowania dodawania, mowiacy:
Dla dowolnego zwigzku postaci

gte=g
miedzy elementami jednej grupy, np. G, zwigzek otrzymany przez zamian¢ elementow g, , 2, g
grupy G odpowiadajagcymi im w grupie G' elementami g,' g1 g
bedzie takze spetniony:

g't gh=g4
Okreslenie II. Dwie grupy nazywamy izomorficznymi, jezeli mozna migdzy nimi ustali¢
odpowiednio$¢ izomorficzng.
Uwaga. Jezeli zada¢é, zeby zawsze z warunku

g1+ g =g (w grupie G)
wynikat warunek

g't gh=ghs

dla elementéw grupy G' odpowiadajacych elementom g; , g» , g3, to zachodzi i zalezno$¢ odwrotna,
a mianowicie: Jesli dla dowolnych trzech elementow g,' g'» 1 g'sz grupy G' zachodzi zwigzek

(1) g't gh=g4
Istotnie, jezeliby zwigzek (1) nie byt spelniony, to bytoby
gL =&t

Na mocy wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci miedzy G 1 G' elementowi g, grupy G
odpowiada w grupie G' element g's # g; i wobec naszego zalozenia

gt =g
powinno wynikaé
gll + gVZ — gV4
co jest sprzeczne z tym, ze
gl] _|’_ sz — gV3
Twierdzenie. Przy odwzorowaniu izomorficznym
gog

grupy G na grupe G' elementowi zerowemu jednej grupy odpowiada element zerowy drugiej grupy
1 kazdej parze wzajemnie przeciwnych elementéw jednej grupy odpowiada para wzajemnie
przeciwnych elementéw drugiej grupy. W istocie, niech g, bedzie elementem zerowym grupy G i
niech przy danym izomorfizmie miedzy grupami G i1 G' odpowiada mu element g' grupy G'.



Udowodnimy, ze g'y jest elementem zerowym grupy G'. Istotnie, poniewaz g, jest elementem
zerowym grupy G, wiec dla dowolnego elementu g tej grupy zachodzi

g+ g=g;
na mocy izomorficzno$ci odwzorowania g«»>g' mamy

gtgl=g,
skad wynika, ze g'y jest elementem zerowym grupy G'. Niech g, i g bedzie parg elementow
przeciwnych w grupie G:

git2=g

(gdzie go jak poprzednio oznacza element zerowy grupy G). Stad
gi'tgh=glh
Poniewaz g'y jest elementem zerowym grupy G', wiec g,' i g'0s3 wzajemnie przeciwne.
Cwiczenia
1.Udowodnié, ze grupa sktadajaca si¢ z dwoch elementdéw a, 1 z tablicag dodawania

a | a
a, G,

jest izomorficzna z grupg obrotéw odcinka (dookota jego srodka).
2.Udowodni¢, ze wszystkie grupy rzedu 2 sa migdzy sobg izomorficzne.
3.Udowodni¢, ze wszystkie grupy rzedu 3 sg migdzy sobg izomorficzne.

Rozwigzanie. Niech ao, a;, a, bedg elementami grupy; niech a, bedzie elementem zerowym. Wobec
tego aptao=a, , agta; = a;, apta, = a,. Nie moze by¢ a;+a,;=a,;, poniewaz byloby wtedy a; =a,. Tak
wiec a;+a;=a,.
Podobnie ata, # a, 1 a;+a, # a;. Wobec tego a;+a,=a, . W ten sposdb rozumujac otrzymamy a,+ a; =
ap. Wreszcie a,ta, # a, (poniewaz w przypadku przeciwnym a,= ag) 1 a, + a, # ao (poniewaz a, + a, =
a9). Wobec tego

a, +a,=a.
Tak wigc w grupie rzgdu 3 jest mozliwa tylko jedna tablica dodawania, a mianowicie:

ﬂ.D ﬂr'l ﬂ-_:
y ap 8 Cla
u-j_ H-!_ Ifl»-_- aﬂ
s L ay iy

4.Udowodni¢, ze kazda grupa abelowa rzedu 4 jest izomorficzna badz z grupa obrotow kwadratu,
badz z grupg Kleina czwartego rzgdu (dwie ostatnie grupy nie sg miedzy sobg izomorficzne;
dlaczego?).

5.Udowodnié, ze grupa wszystkich liczb dodatnich (z arytmetycznym mnozeniem jako operacja
grupowa jest izomorficzna z grupg wszystkich liczb (z arytmetycznym dodawaniem jako operacja
grupowa).

Wskazdéwka. Odwzorowanie izomorficzne otrzymamy przez logarytmowanie.



§ 3. Twierdzenie Cayleya
Na zakonczenie tego rozdziatu udowodnimy jeszcze nastgpujace twierdzenie, odkryte przez
Cayleya). Twierdzenie. Kazda grupa skonczona jest izomorficzna z pewna grupa permutacji.
Dowod. Niech G bedzie grupg skonczong, n - jej rzedem, a,,a,,...,a, - jej elementami, wsrdd ktorych
a;, niech bedzie elementem zerowym.
Napiszmy dla kazdego 1=1,2, ..., n

a;ta; R az+a,~, ey a,ta;.

Wszystkie te elementy sg rozne 1 jest ich n, czyli sg to te same elementy a,, a,,..., a,, tylko zapisane
w innym porzadku, a mianowicie niech

a,ta=a; , A2 + a; =ai2y ...y An +a,=a;,.

Tak wigc elementowi a; odpowiada permutacja

/ ! ' b
f ﬂ-] ﬂ‘: N ﬂ'l -ﬂ': le.':l'l_. |
E =i 4 4- ‘= a. o o ‘
\4a, +a,a, +4a,...a, +4a, | i Ay ey
lub permutacja
(12..n\ (aqa,..a )
o i
L

roznigca si¢ od permutacji P; tylko tym, ze w permutacji P; przestawiamy elementy grupy G, a w P;'-
wzajemnie jednoznacznie odpowiadajace tym elementom ich numery.

Jezeli 1 £k, to P; # Py, poniewaz w permutacji Py pod elementem a,;, podpisany jest element a, + ax =
a, ax # a.. Tak wigc ustaliliSmy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy elementami
ai, ,a,...,a, grupy G i1 permutacjami Py, P»,..., P,.

Teraz nalezy udowodni¢, Zze po pierwsze, permutacje Pi,P,,...P, tworza grupe ze wzgledu na
dziatanie zwyklego dodawania permutacji 1 po drugie, ze grupa ta jest izomorficzna z grupa G.
Zauwazmy przede wszystkim:

I. Wérod permutacji Py,Ps,...,P, istnieje permutacja tozsamosciowa.

W istocie, poniewaz z zatoZenia at jest elementem zerowym grupy G, permutacja

jest permutacja tozsamosciowa. Udowodnimy dalej, ze jezeli a, = a; + ax, to P, = P+ Py
Zauwazmy na wstepie, ze

a, 3 o

\a, +a,a, +a; ...a, +a, |



P
I

L a, +a, a,+a, .. a,-+a, ]

a,+a,+a, a, +a,+a, ...a, +a, +a,

przedstawiaja jedng i t¢ samg permutacje P,; w istocie, oba wzory oznaczaja, ze kazdemu
elementowi a grupy G przyporzadkowany jest element a + ay tejze grupy.
Wobec tego mozemy napisac

4 !
([ a, +a, a,+d, .. d,+a |

1

\a, +a,+a,a, +a, +a, ...a, +a,+a, )

,

Obecnie widzimy, Ze permutacja

((a a .. a
P+PF =| - ’
\a, +a,a, +a,..a, +a,

[ a +a, a,+a, .. a +a, |
+| j N
|

\a, +a, +a, a, +a,+a, ..a, +a, +a, |

na podstawie ogolnego okreslenia dodawania permutacji jest identyczna z permutacja

A"
[ a a .. a '

|
Ikﬂ'1 T Td a, T A, +ﬂ'ﬁ_ el Td T

Ale jezeli aitay = ap, to

a, a, a

n

Il
.|

\a, +a, +a, a, +a, +a, ..a, +a, +a;

czyli
Pi + Pk = Ph

Udowodnione twierdzenie mozemy sformutowaé nastepujgco:

ITa. Suma dwoch elementéw grupy G przyporzadkowana jest sumie permutacji odpowiadajacych '

tym elementom.

Stad wynika

IIb. Suma dowolnych dwdéch sposobow permutacji Py, P»,....P, jest jedna z permutacji P, Pa,....P,,

Rozpatrzmy permutacj¢ P; element a; element -a; = a,. Poniewaz a; + a, = a;, wigc na mocy tego, co

wyzej udowodniliémy, P; + Py = Py; ale P, jest, jak wiadomo , permutacja tozsamosciowa, dlatego
Pk = - Pi

Tak wiec

III. Permutacja - P; dla dowolnego i =1, 2.. .., n jest jedng z permutacji Py, P,, ... , P,.

Z 1Ib, 11 Il wynika, ze zbior permutacji Py, P,,....P, tworzy grupe ze wzgledu na zwykle okreslenie

dodawania permutacji. Z Ila wynika, Ze grupa ta jest izomorficzna z grupa G. W ten sposob

twierdzenie Cayleya jest udowodnione.



Rozdzial 1V

PODGRUPY CYKLICZNE DANEJ GRUPY

§ 1. Podgrupa generowana przez dany element grupy
Niech a bedzie dowolnym elementem grupy G. Dodajmy go do samego siebie, tj. utwoérzmy
element a + a. Ten element oznaczymy przez 2a. Podkre§lamy: 2a jest tylko oznaczeniem elementu
a + a, przy tym nie ma oczywiscie mowy o zadnym mnozeniu elementu a przez 2. W ten sam
sposob oznaczymy a + a + a przez 3a, og6lnie
atat+..ta=na.
Rozpatrzmy dalej element -a i oznaczmy kolejno

(- a) + (-a) przez - 2a,
(-a) + (-a) + (- a) przez -3a,

Do oznaczen tych uprawnia nas fakt, Ze istotnie na na+ (-na) = 0 . Dla dowodu ostatniego
twierdzenia zauwazmy przede wszystkim, ze w przypadku gdy n=l jest ono oczywiste (wynika z
samego okreSlenia -a). Zatozmy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla n-1; przy tym zalozeniu
udowodnimy jego prawdziwos$¢ dla n. Mamy

na+(-na)=[a+(n-1l)a]+[-(m-1)a+(-a)] =a+ {(n-ha+[-(n-Da]} + (-a).
Ale na mocy naszego zatozenia wyrazenie w nawiasie klamrowym réwna si¢ 0, czyli
na+(-na)=a+0+(-a)=a+(-a)=0,

czego nalezato dowies¢.

Okreslilismy wyrazenie na dla dowolnej dodatniej 1 dla dowolnej ujemnej warto$ci n. Przyjmijmy
wreszcie, ze 0a = 0 (gdzie z lewej strony 0 oznacza liczbg, a z prawej element zerowy grupy G).
Niech teraz p i q beda dowolnymi liczbami catkowitymi. Z podanego okreslenia wynika, ze dla
dowolnych catkowitych p i q zachodzi

pa+qa=(ptq) a.

Otrzymali$my nastepujacy rezultat:
Zbioér H(a) tych elementow grupy G, ktoére przy pewnym catkowitym n moga by¢ przedstawione w
postaci na, tworzy grupe H(a) ze wzgledu na to samo dziatanie dodawania, ktore przyjete jest w
catej grupie G.
Istotnie: 1) Suma dwoch elementow nalezacych do H(a) jest znowu elementem H(a); 2) zero nalezy
do H(a);3) dla kazdego elementu ma z H(a) istnieje element -ma, ktory takze nalezy do H(a).
Tak wiec H(a) jest podgrupa grupy G. Podgrupa ta nazywa si¢ podgrupa grupy G generowang przez
element a.

§ 2. Grupy cykliczne skonczone i nieskonczone

Okreslilismy grupe H(a) jako sktadajaca sie ze wszystkich tych elementow grupy G, ktore moga
by¢ przedstawione w postaci ma. Nie zastanawialiSmy si¢ przy tym, czy dla dwoch réznych liczb
catkowitych m; i m, elementy m;a i m,a grupy G sa rdzne, czy tez moze si¢ zdarzy¢, ze m;a = mya,
chociaz m; # m,.

Postaramy si¢ wyjasni¢ ten problem.



Przypusémy, Ze istniejg dwie rdzne liczby catkowite m; i m, takie, Ze m;a = mpa. Dodajac do obu
stron tej rownosci element -m;a otrzymamy
0 =(my- m) a.
Wobec tego istniejg takie liczby catkowite, ze
ma=0.
Poniewaz z warunku ma = 0 wynika, ze -ma = 0, wigc zawsze mozna zatozy¢, ze liczba m w
réwnosci ma = 0 jest dodatnia.
WezZzmy teraz najmniejszg liczbg¢ naturalna, speiniajagcg warunek ma = 0 i1 oznaczmy ja przez a.
Mamy
a0, 2a#0,...,(a-1)a#0, ca=0
Udowodnimy, Ze elementy
(1) 0=0a,a2a,..,(a—1)a
sa wszystkie rozne. W istocie, gdyby bylo
pa=qaprzy0 <p<qg<a -1,
to otrzymaliby$my, dodajac do obu stron ostatniej rownosci po - pa,
(q-p)a=0,
co jest sprzeczne z okre$leniem liczby a, poniewaz z naszych warunkéw wiadomo, ze
0<gp<a-l
Tak wigc elementy (1) sg wszystkie rézne. Udowodnimy, ze wyczerpuja one grupe H(a), tj. ze dla
dowolnego catkowitego m mamy
ma=radla0<r<ro-I.
W tym celu podzielimy liczbe m przez liczbe a (zgodnie z prawami dzielenia liczb catkowitych), a
mianowicie przedstawimy ja w postaci
(2) m=gqa+tr,
gdzie q jest illorazem, a r - resztg spetniajaca warunek ')
0<r<ao.
Mamy
ma-(qoa+r)a-qaca+tra,
czyli
ma = ra.
Tak wigc, jezeli istniejg dwie takie liczby m1 1 m2, Zze m;,=mya, to istnieje tez taka liczba naturalna
a, ze cala grupa H(a) sktada si¢ z a wzajemnie roznych elementow (1), podczas gdy aa = 0.
Otrzymujemy nastepujaca sytuacje: Szereg
.,-ma,..-a,0,a,.. ma,..
jest nieskonczonym powtorzeniem (w obie strony - na prawo i na lewo) swojego ,,odcinka" (1). W
istocie,

(atl)a=oaat+a=a,
(a+2)a=o0a+2a=2a,

20a=0,
(2o ta = aitd.

Analogicznie w lewo
-a-0a-a=(a-1a,

-2a=aa—2a=(o-2)a,

-oa=0itd.

Aby przekona¢ sie, jaki wtasciwie element grupy H(a) otrzymujemy biorgc sume



atat...ta=ma

lub
(-a) + (-a)t ... +(-a) = -ma,

nalezy podzieli¢ m (lub - m) przez a. Otrzymana z tego dzielenia nieujemna resztar, 0 <r<a- 1
daje nam odpowiedZ na nasze pytanie:
ma = ra.
Stadd takze wynika, jak nalezy dodawac elementy grupy H(a):
patga=(p+q)a-ra,
gdzier jest reszta z dzielenia p+q przez o.
Rozpatrzmy teraz a-kat foremny. Kat sSrodkowy uparty na boku naszego wielokata wynosi

o=2n/ a

Wielokat pozostaje w tym samym potozeniu przy obrotach o katy: 0 (obrot tozsamosciowy), o,
29, ..., (a -1)o. Jezeli bedziemy utozsamiali kazde dwa obroty rdznigce si¢ od siebie o
wielokrotno$¢ pelnych obrotow; to zadne inne oprécz wymienionych o obrotow nie beda
pozostawialy naszego wielokata w tym samym potozeniu. Przy tym suma obrotu o kat po i obrotu o
kat qo |est obrotem o kat ro, gdzie r jest resztg z dzielenia p+q przez o .

Widzimy wigc, ze jezeli obrotowi naszego wielokata o kat me przyporzadkowaé element ma grupy
H(a), to utrzymamy odwzorowanie izomorficzne grupy H(a) na grupe obrotow foremnego a-kata.
Grupy izomorficzne z grupami obrotow wielokatow foremnych nazywaja si¢ skonczonymi grupami
cyklicznymi. Tak wigc, jezeli dla pewnych m; i m, jest mya = myo , to grupa H(a) jest grupa
cykliczng. Tablice dodawania dla grup cyklicznych rzgdu 3 i1 4 wypisane byly w rozdz. 1, § 1
(pierwszy 1 trzeci przyktad). Tablica dodawania dla grupy cyklicznej rzgdu m ma postac:

i L1 a, (I, 159 e ww o Em-y
p Ty @, (138 (1% ey
T, i . [ S i, AL
ff-g {1-_:. i iy i | I5[|
) a, i, a, (1% e
Cm-3 | dm—3 Cp-s Om-y &, e Oy
Um—2 | dp-z G-y Oy i cisx Bm—3
P —1q ﬂ-m 1 dy a, 1 waw o lppad

Ta tablica dodawania moze stuzy¢ jako inne okreslenie grupy cyklicznej rzgdu m.

Badalismy przypadek, gdy dla danego elementu a grupy G istnieja takie dwie liczby catkowite m; 1
m,, Z€ m;a = moa.

Rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy takich dwoch liczb nie ma, tzn. gdy elementy
3)..,-ma,..,-2a,-a,0,a,2a,.., ma,..

sa wszystkie rozne. Wowczas elementy (3) znajduja si¢ we wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci z liczbami catkowitymi: Elementowi ma odpowiada liczba calkowita m i
odwrotnie.



Jesli przy tym

m;a+tmpa = masa,
to

m; + m;=ms.
Stad wynika, Ze nasza wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ jest izomorfizmem miedzy
podgrupa H(a) i grupa wszystkich liczb catkowitych.
Grupy izomorficzne z grupg liczb catkowitych nazywaja si¢ grupami cyklicznymi nieskonczonymi.
Dalej, poniewaz dwie grupy A i B izomorficzne z jedna i ta sanng grupa C sa oczywiscie tez
izomorficzne miedzy .sobg wigc wszystkie grupy cykliczne nieskonczone sg miedzy soba
izomorficzne. Z tego samego powodu izomorficzne sa migdzy sobg wszystkie skonczone grupy
cykliczne tego samego rzedu m.
Podsumujemy rozwazanie tego paragrafu.
Twierdzenie. Kazdy r6zny od zera element a grupy G generuje skonczong lub nieskonczong grupg
cykliczng H(a). Rzad grupy H(a) nazywa si¢ tez rzgdem elementu a.
Wreszcie, mozemy jeszcze okresli¢ grupy cykliczne (skonczone i nieskonczone) nastepujaco:
Grupa cykliczng nazywamy kazda grupe generowana przez jeden ze swoich elementow.

§ 3. Uklad generatorow

Wr6¢my na chwile mys$la do grupy cyklicznej H(a) generowanej przez element a grupy G. Mowimy
generowanej przez element a, w tym sensie, ze kazdy element tej grupy jest sumg pewnej ilosci
sktadnikow, z ktorych kazdy réwna si¢ a albo -a.

Zamiast mowi¢, ze grupa H(a) jest generowana przez element a, mowi si¢ cz¢sto, ze element a jest
elementem tworzacym grupy H(a). Nie kazda jednak grupa jest grupa cykliczng, nie kazda grupa
ma tylko jeden element tworzacy; grupy niecykliczne majg nie jeden, lecz co najmniej dwa, a
czasem 1 nieskonczenie wiele elementéw tworzacych; pojeciu jednego elementu tworzacego
odpowiada w tym przypadku pojecie uktadu generatorow.

Okres$lenie. Zbior E elementow grupy G nazywa si¢ uktadem generatoréw tej grupy, jezeli kazdy
element grupy G jest sumg skonczonej ilosci sktadnikéw, z ktorych kazdy jest albo elementem
zbioru E, albo jest przeciwny do pewnego elementu zbioru E.

Przyktad. Rozpatrzmy plaszczyznge 1 pewien uklad wspotrzednych kartezjanskich na tej
ptaszczyznie. Oznaczmy przez G zbioér tych punktéw P = (x,y), ktérych obie wspoirzgdne x 1y sa
liczbami catkowitymi. Przyjmijmy nastepujace prawo dodawania punktow: Sumg dwoch punktow
P, = (x1,y1) 1 P, = (X2, y2) nazywamy punkt P; = (X3, y3) 0 wspotrzednych x; = X; + Xz, y3 = yitya.
Czytelnik tatwo moze si¢ przekonaé, ze zbior G z tak okreslonym dodawaniem jest grupg abelowa
(patrz rozdz. 1, § 2, IV) i ze punkty (0, 1) i (1, 0) tworza uklad generatorow tej grupy.

Uwaga. Czytelnik obeznany z pojeciem liczby zespolonej natychmiast zrozumie, ze poprzednio
zbudowana grupa jest izomorficzna z grupg liczb zespolonych catkowitych (z dodawaniem jako
operacja grupowa). Przy tym liczbg zespolong x 1 y nazywamy catkowita, [jezeli x 1y s3 liczbami
catkowitymi.

Cwiczenie. Udowodni¢, ze kazdy uklad liczb naturalnych, ktérych najwickszy wspolny dzielnik
réwna si¢ jednosci, jest uktadem generatorow grupy wszystkich liczb catkowitych.

Rozdzial V
ELEMENTARNE GRUPY RUCHOW

§ 1. Przyklady i okres$lenie grup izometrii wlasnych figur geometrycznych

1.Ruchy plaskie nie zmieniajace danego wielokata foremnego. Obszerng i bardzo wazng klasg
réznorodnych grup zaréwno skonczonych, jak i nieskonczonych sg grupy izometrii wtasnych figur



geometrycznych. Przez termin izometria wtasna danej figury geometrycznej F bedziemy rozumieli
taki ruch figury F (na ptaszczyznie lub w przestrzeni), ktory nie zmienia potozeia figury F
ZaznajomiliSmy si¢ juz z elementarnymi grupami izometrii wlasnych, a mianowicie z grupami
obrotow wielokatow foremnych.

Niech dany bedzie na ptaszczyznie wielokat foremny AA;. . . A,, np.

o$miokat foremny AoAiAA3A4AsAGA; (wszstkie wierzchotki sg
ponumerowane kolejno w jednym kierunku, np. w kierunku przeiwnym
., do ruchu wskazowki zegara). Trzeba znalez¢ te ruchy wielokata w jego
- plaszczyznie, ktore pozostawiajg go na tym samym miejscu. Przy takim
ruchu kazdy wierzcholek wielokata powinien przej$¢ na wierzchotek,
kazdy bok - na bok, a §rodek wielokgta musi pozosta¢ bez zmiany.
Niech przy pewnym okreslonym ruchu wierzcholek A, przejdzie,
przypusémy, w wierzchotek Ak (na rys. k = 4); woéwczas bok ApA; musi
przej$¢ badz na bok AyAx:1, badZ na bok AyAx.. Ale jezeli bok AgA,
przeszediby na bok AyAx.i, to trojkat ApA,O przeszediby w trojkat AAx
1O. Ten ostatni trojkat mozna by, poruszajac go tylko w jego ptaszczyznie, przeprowadzi¢ w
potozenie AyA;O' bedace zwierciadlanym odbiciem trdjkata AyA;O wzgledem boku AyA;. W
rezultacie okazatoby sig, ze trojkat AgA,0 przeprowadziliSmy ruchem pozostawiajacym go w jego
plaszczyznie w jego zwierciadlane odbicie, co jest niemozliwe. Tak wiec bok AyA; musi przejs¢ w
bok AxAy:1. Doktadnie w ten. sam sposob przekonamy sie, ze bok A A, przechodzi w Ay A2, bok
As,Asprzechodzi w AxnAxs; itd. Innymi stawy nasz ruch jest obrotem wielokata w jego
ptaszczyznie o kat 2kn / n Tak wiec : Kazda izometria wtasna n-kata foremnego w jego
plaszczyznie jest obrotem tego n-kata o kat 2kn / n, gdzie k jest pewng liczba catkowita. Wobec
tego takich obrotow istnieje n i obroty te jak wiemy, tworza grupe.
2.Symetrie wielokgta foremnego w przestrzeni trojwymiarowej. W poprzednich rozwazaniach
istotng role odgrywato zalozenie, Ze rozpatrujemy tylko izometri¢ wlasng wielokata w jego
plaszczyznie. Jezeli rozpatrywalibySmy izometri¢ wtasng n-kata w przestrzeni, to do wyliczonych
obrotow dosztyby jeszcze ,,odwrdcenia" wielokata, tj. obroty o 180° dookota jego osi symetrii, n-
kat foremny ma n osi symetrii: w przypadku n parzystego osiami symetrii jest n/2 prostych,
faczacych pary przeciwleglych wierzchotkéw wielokata 1 n/2 prostych taczacych $rodki jego
przeciwlegltych bokéw. W przypadku n nieparzystego osiami symetrii sg proste taczace wierzchotki
ze $rodkami przeciwlegltych bokoéw wielokata. Dowdd tego, ze te n obrotoéw i n odwrdcen n-kata
foremnego wyczerpuja wszystkie izometrie wiasne n-kata, tj. wszystkie jego ruchy w przestrzeni
przeprowadzajace go w to samo polozenie, wyniknie z rozwazan § 3 tego rozdziatu. Polecamy
czytelnikowi powroci¢ do tego problemu po przeczytaniu wymienionego paragrafu i jeszcze raz
przemysle¢ wszystkie problemy zwigzane z izometriami wtasnymi wielokatow foremnych.
3. Ogolne okreslenie grupy izometrii wlasnych danej figury w przestrzeni lub na plaszczyznie.
Niech dana bgdzie w przestrzeni lub na plaszczyzZnie figura F. Rozpatrzmy wszystkie izometrie
wlasne tej figury, tj. wszystkie ruchy (w przestrzeni lub na ptaszczyznie), nie zmieniajgce potozenia
tej figury. Jako sume¢ g;+g, dwoch izometrii wlasnych g; i g, okreslimy ruch bedacy rezultatem
kolejnego wykonania najpierw ruchu g; potem ruchu g,. Oczywiscie ruch g, + g jesttakze
izometriag wlasng figury F, przy zatozeniu, ze kazdy z ruchow g, i g, oddzielnie jest izometrig
wlasng. Zbior wszystkich izometrii wlasnych figury F z wyzej okreslong operacja dodawania
tworzy grupe. Istotnie, dodawanie ruchow spetnia postulat tacznos$ci, dalej, w zbiorze izometrii
wlasnych istnieje zerowa lub ,tozsamosciowa" izometria wlasna, a mianowicie ,,ruch"
pozostawiajacy w tym samym miejscu kazdy punkt figury. Wreszcie dla kazdej izometrii wlasnej g
istnieje przeciwna jej izometria wtasna -g (przeprowadzajaca 'kazdy punkt z powrotem w polozenie
wyjsciowe, z tego potozenia jakie zajat on po izometrii wlasnej g).

§2. Grupy ruchow prostej, okregu i plaszczyzny



Grupy izometrii wlasnych wielokatow foremnych sa grupami skonczonymi. W tym rozdziale
poznamy jeszcze inne skonczone grupy izometrii wtasnych, a mianowicie grupy izometrii wtasnych
pewnych wielo$cianow. Obecnie jednak podamy kilka przyktadéw grup izometryii wlasnych, ktore
sg grupami nieskonczonymi.

Pierwszy przyktad to grupa izometrii wlasnych prostej i dowolnej, zawierajacej t¢ prosta,
plaszczyzny. Ta 1gruupa sktada si¢ z ruchdw polegajacych na slizganiu si¢ prostej po sobie, ktore
nazwiemy izometriami wilasnymi pierwszego rodzaju, i z obrotow prostej w rozwazanej
plaszczyznie o kat 180° dookota dowolnego z jej punktow; nazwiemy te obroty izometriami
wiasnymi drugiego rodzaju.

(Grupa izometrii wlasnych prostej nie jest grupg abelowa. Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy
doda¢ dwie izoometrie wiasne, z ktorych jedna jest pierwszego rodzaju, a druga drugiego rodzaju;
rezultat tego dodawania ulega zmianie przy zamianie porzadku sktadnikow). Oczywiscie wszystkie
izometrie wlasne drugiego rodzaju mozna otrzymac¢ dodajac (tj. kolejno wykonujac) wszystkie
mozliwe izometrie wlasne pierwszego rodzaju ($lizganie prostej po sobie) z dowolnym obrotem o
180° (tj. z obrotem o 180° dookota jednego dowolnie ustalonego punktu tej prostej).

Slizgania prostej po sobie stanowia podgrupe grupy wszystkich jej izometrii whasnych. Te $lizgania
sg jedynymi ruchami posuwajacymi prosta wzdluz niej samej. Kazdemu takiemu ruchowi
odpowiada wzajemnie jednoznacznie pewna liczba rzeczywista wskazujaca, o jakg odleglos¢ 1 w
jakim z dwoch mozliwych kierunkdw posuneliSmy prosta wzdluz niej samej. Stad latwo
wywnioskowaé, ze grupa wszystkich poslizgow prostej jest izomorficzna z grupg liczb
rzeczywistych (ze zwyktym dodawaniem jako operacja grupow3).

Jako drugi przyktad rozpatrzymy grupe wszystkich izometrii wlasnych okregu w jego ptaszczyznie.
Grupa ta sktada si¢ ze wszystkich mozliwych obrotow okregu dookota jego $rodka w jego
plaszczyznie, przy czym jak zawsze utozsamiamy kazde dwa obroty, roznigce si¢ o wielokrotnosé
2. W ten sposob kazdemu elementowi rozwazanej grupy odpowiada okre§lony kat ¢. Mierzac ten
kat w mierze tukowej (radialnej) otrzymamy liczbe rzeczywista x. Poniewaz jednak katy rdznigce
si¢ o catkowita wielokrotno$¢ 2m przyporzadkowane sg temu samemu obrotowi okregu, wigc
kazdemu elementowi grupy obrotow odpowiada nie tylko dana liczba x, lecz 1 wszystkie liczby
postaci x + 2nk, gdzie k jest dowolng liczba catkowita. Z drugiej strony, kazdej liczbie rzeczywistej
x odpowiada jeden doktadnie okreslony obrdt okregu, a mianowicie obrét o kat, ktorego miara
lukowa wynosi x. W ten sposob migdzy obrotem okregu a liczbami rzeczywistymi ustalona zostata
nastepujaca odpowiednios¢: Kazdej liczbie rzeczywistej x odpowiada doktadnie jeden okreslony
obrdt, mianowicie obrét o kat x. Przy tym jednak kazdemu obrotowi przyporzadkowana jest nie
jedna, lecz nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych, z ktorych kazde dwie rdznig si¢ o catkowita
wielokrotnos¢ 2m.

Grupe obrotow okregu oznacza si¢ greckg literg y (kappa) od stowa kyklos oznaczajacego okrag.
Jako trzeci przyktad rozpatrzymy grupe wszystkich ruchow plaszczyzny po sobie. Najprosciej
rozpatrywac nic jedna, lecz dwie plaszczyzny, z ktorych jedna jest nieruchoma, a druga moze
poruszac si¢, jak gdyby §lizgajac si¢ po pierwszej. Pierwsza nieruchomg plaszczyzne mozemy sobie
wyobrazi¢ jako stot rozciggajacy si¢ nieskonczenie daleko we wszystkie strony, a drugg ruchoma
jako szklang ptyte, takze rozciagajaca si¢ we wszystkich kierunkach w nieskonczono$¢ i lezacg na
tym stole. Idzie wigc wobec tego o zbadanie wszystkich mozliwych ruchoéw szklanej plyty po stole,
przy ktérych ptyta ta caty czas pozostaje na tym stole .

W grupie wszystkich ruchow plaszczyzny po sobie istnieje nieskonczenie wiele podgrup. Sposrod
nich wymienimy przede wszystkim nieskonczenie wiele grup obrotow: Zbior wszystkich obrotow
plaszczyzny dookota dowolnego ustalonego punktu tej ptaszczyzny tworzy grupe 1 kazda z tych
grup jest, jak tatwo spostrzec, izomorficzna z grupa y; wszystkie te grupy sa wobec tego abelowe.
Obok grup obrotéw w grupie wszystkich ruchow ptaszczyzny po sobie istniejg podgrupy przesuniec¢
réwnoleglych wzdtuz réznych prostych; jezeli dana jest prosta g, to ptaszczyzn¢ mozna przesuwac
wzdhtuz tej prostej (tak, aby prosta g a takze wszystkie rownolegte do niej proste slizgaty si¢ po
sobie). Te slizgania wzdhuz prostej g mozliwe sg3 w dwoch przeciwnych kierunkach i tworza grupe,
ktora nazywa si¢ grupg przesuni¢¢ rownolegtych plaszczyzny wzdtuz danej prostej. Grupa ta jest



oczywiscie podgrupa grupy wszystkich ruchdw plaszczyzny po sobie.
Kazdy ruch wzdluz prostej g mozna scharakteryzowa¢ dlugoscig 1 zwrotem pewnego odcinka v,
odtozonego na

Rys. 3

Rys. 4

prostej g od pewnego, raz na zawsze ustalonego punktu O tej prostej. Jest to ten odcinek v, o ktory
podczas naszego ruchu przesunagl si¢ punkt O. Stad natychmiast wynika, ze grupa przesuni¢é
rownolegtych ptaszczyzny wzdluz danej prostej g jest izomorficzna z grupa wszystkich liczb
rzeczywistych (ze zwykltym dodawaniem-jako operacja grupowa).

Rozpatrzmy dwa ruchy u i v' plaszczyzny wzdhuz dwoch nierdwnolegtych prostychl gi g'.

Kolejne wykonanie tych dwoch ruchéw doprowadza plaszczyzne do tego samego potozenia, do
jakiego doprowadzitoby ja przesunigcie wzdhuz przekatnej rownolegloboku zbudowanego na
odcinkach u i v' o dlugos¢ tej przekatnej (zasada rownolegloboku Iub zasada dodawania wektorow).
Tak wigc suma dwoch dowolnych przesunig¢ réwnoleglych jest przesunigeciem rownoleglym, ktore
nie zalezy od porzadku sktadnikow. Stad wynika, ze zbidr wszystkich przesuni¢¢ réwnoleglych
ptaszczyzny wzdhiz wszystkich mozliwych prostych tworzy grupg abelowa bedaca podgrupa grupy
wszystkich symetrii plaszczyzny po ptaszczyznie.

Cwiczenia. 1.Udowodni¢, ze grupa wszystkich przesunigé roéwnolegtych plaszczyzny jest
izomorficzna z grupg liczb zespolonych ze zwyklym dodawaniem jako operacja grupowa.
2.Udowodni¢, ze zbidr wszystkich obrotow plaszczyzny w plaszczyznie (wokdt wszystkich
mozliwych punktéw tej plaszczyzny) nie tworzy grupy.

Wszystkie dopiero co rozpatrzone grupy, mianowicie grupy symetrii prostej, okregu i ptaszczyzny
majg nastepujaca ceche szczegdlng: Wszystkie te grupy sktadajg si¢ z ruchéw odpowiedniej figury
po sobie. Innymi stowy, podczas kazdego z tych ruchow cata figura (okrag, prosta, plaszczyzna)
pozostaje caty czas w tym samym potozeniu. Taka wlasno$¢ nie jest zachowana przy izometriach
wlasnych wielokatow. Tutaj koncowe polozenie poruszanej figury pokrywa si¢ z poczatkowym, ale
polozenia posrednie, ktore zajmuje figura w czasie ruchu, r6éznig si¢ od potozen poczatkowego i
koncowego. Ten sam stan rzeczy bedzie i przy ruchach wieloscianow, do ktorych obecnie
przechodzimy.

§ 3. Grupy obrotéw ostrostlupa foremnego i piramidy podwadjnej

1.Ostroshup foremny. Grupa obrotow ostrostupa foremnego o podstawie n-katnej (dookota jego
os1)

jest oczywiscie izomorficzna z grupa obrotéw n-kata foremnego lezacego w
podstawie tego ostrostupa; grupa ta jest zatem grupa cykliczng rzgdu n. Latwo
przekonac sig, ze obroty ostrostupa dookota jego osi (o katy 0, 2n/n, . . ., (n-1)
2m/n) wyczerpuja zbior wszystkich izometrii wiasnych tego ostrostupa.

Rys. b

2.Piramida podwéjna.Okreslimy obecnie grupe izometrii wiasnych bryly, znanej pod nazwa
foremnej piramidy podwojnej n-katnej (rys. 6).



Bryta ta sklada si¢ z foremnego ostrostupa o podstawie n-katnej 1
zwierciadlanego odbicia tego ostrostupa wzgledem jego podstawy. Udowodnimy,
ze grupa izometrii wlasnych piramidy podwodjnej sklada si¢ z nastepujacych
elementow:
1° obrotéw wokot osi piramidy (o katy 0, 2n/n , ..., (n- 1) 2n/n;
2° tak zwanych ,odwrocen" piramidy, czyli obrotow o kat n dookota
jakiejkolwiek osi symetrii ,,podstawy" piramidy, tj. wielokgta foremnego
bedacego wspolng podstawa obu ostrostupdéw tworzacych piramide. Takich osi
symetrii istnieje (jak widzieliSmy) n, tak ze ruchow drugiego rodzaju istnieje
réwniez n. W ten sposob ilos¢ wszystkich otrzymanych ruchdw wynosi 2n. Aby
przekona¢ si¢, ze (z wyjatkiem przypadku n = 4) nie istniejg zadne inne ruchy,
przeprowadzajace n-katng piramide podwodjna w siebie, zauwazmy przede
wszystkim, ze w przypadku n= 4 kazda izometria wilasna rozwazanej bryly
powinna badZ pozostawia¢ w miejscu punkty S i S' (symetria wlasna pierwszego
rodzaju),badz zamienia¢ je miedzy soba miejscami (izometria wtasna drugiego rodzaju). Dalej,
podstawa piramidy powinna przy takim ruchu przechodzi¢ w siebie. Zauwazmy wreszcie, ze suma
(tj. kolejne wykonanie) dwoch izometrii wlasnych pierwszego rodzaju jest izometrig wtasng
pierwszego rodzaju, suma izometrii wlasnej pierwszego rodzaju i izometrii wlasnej drugiego
rodzaju jest izometrig wtasng drugiego rodzaju,a suma dwoch izometrii wtasnych drugiego rodzaju
jest izometrig wlasng pierwszego rodzaju. Przy tym suma dwoch izometrii wlasnych, z ktorych
jedna jest pierwszego rodzaju, a druga drugiego rodzaju, zalezy od porzadku sktadnikow: Jezeli a
jest izomerig wlasng pierwszego rodzaju, a b - izometrig wtasng drugiego rodzaju,toa+b=">b - a.
Rozpatrzmy najpierw izometrie wlasne pierwszego rodzaju. Przy takiej izometrii wlasnej podstawa
przechodzi na tg samg podstawe pozostajac ciagle w tej samej ptaszczyznie; w ten sposob wykonuje
ona obrot o jeden z katow

0, 2m/n,..., (n-1) 2n/n

1 wobec tego cata izometria wlasna pierwszego rodzaju podwojnej piramidy jest obrotem dookota
jej osi o ten sam kat. Tak wigc izometrii wlasnych pierwszego rodzaju jest (wtaczajac
przeksztatcenie tozsamosciowe) doktadnie n. Sg one po prostu obrotami naszej piramidy wokoto jej
osi o katy 0, 2n/n,..., (n - 1) 2t/n. Niech dana bedzie pewna ustalona izometria wlasna drugiego
rodzaju, tj. takie przeksztatcenie podwojnej piramidy, przy ktorym wierzchotki S 1 S' zamieniajg si¢
wzajemnie miejscami. Wykonamy teraz, po danej izometrii wtasnej drugiego rodzaju, pewne
okreslone odwrocenie piramidy, tj. ruch polegajacy na obrocie naszej bryly o kat m dookota pewne;,
raz na zawsze ustalonej osi symetrii podstawy. Otrzymamy izometri¢ wlasng pierwszego rodzaju, tj.
obrot piramidy dookota jej osi. W ten sposob kazda izometria wtasna drugiego rodzaju przechodzi
po wykonaniu pewnego ustalonego odwrocenia w pewng izometri¢ wtasng pierwszego rodzaju.
Stad wynika: kazdg izometri¢ wtasng drugiego rodzaju mozna otrzymac przeprowadzajac (przed
lub po pewnej izometrii wlasnej pierwszego rodzaju) pewne ustalone odwrdcenie. Stad wynika
dalej, ze 1lo$¢ izometrii wlasnych drugiego rodzaju jest rowna ilo$ci izometrii wtasnych pierwszego
rodzaju, tj. wynosi n. Z drugiej strony jest jasne, ze wszystkie odwrdcenia sg izometriami wtasnymi
drugiego rodzaju. Poniewaz tych odwrocen istnieje doktadnie n, wiec wyczerpuja one caty zbior
izometrii wlasnych drugiego rodzaju. Udowodniliémy zatem co nast¢puje: Grupa izometrii
wlasnych n-katnej podwojnej piramidy jest grupg nieabelowg rzadu 2n, sktadajacg si¢ z n obrotow
dookota osi piramidy SS'i z n odwrocen, tj. obrotéw o kat m i dookota jednej z n osi symetrii
podstawy piramidy. Wszystkie n odwrdcen otrzymujemy w wyniku dodania jednego z nich do n
obrotow piramidy dookota osi SS'. Poniewaz wszystkie obroty naszej podwdjnej piramidy
otrzymujemy przez kolejne dodawanie do siebie jednego obrotu — mianowicie obrotu o kat 2n/n,
wigc grupa wszystkich izometrii wlasnych rozwazanej bryty ma uklad generatorow, zlozony z
dwoch elementéw: obrotu o kat 2n/n 1 jednego dowolnego odwrocenia.



Przypadek n = 4 wylaczyliSmy z naszych rozwazan dla tego, ze przypadkiem szczegdlnym
czworokatnej piramidy podwojnej jest osSmioscian (oktaedr), ktorego grupa izometrii wiasnych
zawiera nie 8, ale jak zobaczmy nizej 24 elementy. Wynika to stad, Ze przy izometriach wtasnych
pewnych czworokatnych piramid podwojnych, a mianowicie o$smioscianoéw foremnych,
wierzchotek S moze przechodzi¢ nie tylko na wierzchotek S', ale i na kazdy z wierzchotkow
podstawy. Jeden koniecznych do tego. warunkow - jednakowa 1los¢ Scian (i krawedzi) schodzacych
si¢ w jednym wierzchotku, jest oczywiscie spetniony w przypadku dowolnej czworokatnej piramidy
podwdjnej. W przypadku osmioscianu foremnego wszystkie katy - dwuscienne i1 ptaskie - sg
odpowiednio rowne przy dowolnych wierzchotkach, tak samo tez jak $ciany i1 krawedzie.

3.Przypadki zdegenerowane : grupy obrotéw odcinku i rombu. Najmniejszg iloscig $cian, jaka
moze mie¢ wielokat, jest 3; w wiadomym sensie jednakze odcinek mozna rozpatrywac jako
przypadek ,zdegenerowanego" trojkata lub, jesli wygodniej, jako ,wielokat o dwoch
wierzchotkach". Mozliwos¢ takiego punktu widzenia potwierdza w szczegodlno$ci to, ze grupa
izometrii wlasnych odcinka w jakiejkolwiek zawierajacej go plaszczyznie jest grupa cykliczng, przy
czym rzad jej wynosi 2, Sklada si¢ ona oczywiscie z przeksztatcenia tozsamosciowego 1 z obrotu
odcinka o kat 180°.

Podobnie trojkat rownoramienny mozna rozpatrywac jako przypadek zdegenerowanego ostrostupa
foremnego: Grupa izometrii wlasnych trdjkata réwnoramiennego w przestrzeni jest takze grupa
rzgdu 2.

Dalej, zdegenerowang piramida podwojng jest oczywiscie romb. Grupa izometrii wlasnych rombu
(w przestrzeni) sklada si¢ z czterech elementow: przeksztatcenia tozsamosciowego ag, obrotow a; 1
a, wokot kazdej z przekatnych rombu o 180° 1 z obrotu a; dookota $srodka rombu o 180° w jego
plaszczyznie (ten obrét jest sumga dwoch poprzednich). Tablica dodawania dla naszej grupy ma
postac:
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tj, pokrywa si¢ z tablica dodawania grupy Kleina rzedu 4, przytoczonej przez nas jako drugi
przyktad w rozdziale I, § 1, ustep 3. Mozna si¢ o tym przekonaé bezposrednio, a jeszcze prosciej -
rozpatrywaé zamiast grupy obrotdéw rombu izomorficzng jej grupe permtacji z jego czterech

wierzchotkéow A,B,C,D. Obrotom ay,a;,a,,a; odpowiadaja oczywiscie nastepujace permutacje
wierzchotkow ):

(ABCD) (ABCD\ (ABCD) |f’_43c“n‘-
\ABCD )\ BACD)\ ABDC )\ BADC

I\ .,

s

§ 4. Grupa izometrii wlasnych czworoscianu foremnego

Dla znalezienia wszystkich izometrii wlasnych czworo$cianu AyA;A>A; rozpatrzmy poczatkowo
tylko te sposrod nich, ktore pewien ustalony wierzchotek, na przyktad wierzchotek Ay, pozostawiaja
nieruchomy. Takie izometrie wlasne pozostawiaja trojkat A1A>As w jego pierwotnym poloZeniu,
obracajac go dookota jego srodka B, o jeden z katow 0, 2n/3, 4n/3. Stad wynika, ze izometrii
wlasnych czworo$cianu AgA A»As, ktore pozostawiajg wierzcholek Ay nieruchomy, jest dokladnie
3: przeksztatcenie tozsamosciowe, pozostawiajace nieruchome wszystkie elementy czworoscianu, i
dwa obroty a; i a, dookota osi A¢B, odpowiednio o katy 2n/3 i 4n/3. Oznaczmy teraz przez X;
jakakolwiek okreslong izometri¢ wilasng czworo$cianu przeprowadzajaca wierzchotek Ay w



wierzchotek A; , 1 = 1, 2, 3 1). Przez x, oznaczmy znow przeksztalcenie tozsamosciowe.
Udowodnimy, ze kazdg izometri¢ wlasng b czworo$cianu mozna zapisa¢ w postaci

(1) b=artx,

gdzie1=0,1,21k=0, 1, 2, 3 s3 jednoznacznie okreslone (tzn. ze jezelib=a; + xx 1 b' = a;' + xi' 1
zachodzi co najmniej jeden z warunkoéw 1 #1', k # k', to zachodzi tez b # b').

Tak wiec, niech dana bedzie dowolna izometria wiasna b; przeprowadza ona wierzchotek Ay w
pewien okre§lony wierzcholek Ay gdzie k = 0, 1, 2, 3. Wowczas jednak izometria wlasna b - xi
pozostawia wierzchotek Ay w miejscu i, co za tym idzie, jest jedng z izometrii wiasnych a;, tak ze b
- Xk = ai 1 b =a; - X, gdzie 11 k sg jednoznacznie okreslone. Poniewaz i odwrotnie, kazdej parze (i,
k) odpowiada na mocy wzoru (1) pewna izometria wlasna czworos$cianu, wigc istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy izometriami wlasnymi czworos$cianu i wszystkimi parami (i,
k), gdzie 1 przyjmuje wartosci 0, 1, 2, a k - wartosci 0, 1, 2, 3. Stad wynika, Ze istnieje doktadnie 12
izometrii wlasnych czworo$cianu. Kazda izometria wlasna czworo$cianu wyznacza pewng
permutacje jego wierzchotkow, tj. pewng permutacje cyfr 0, 1, 2, 3. Wszystkich jednak permutacji
czterech elementow jest 24, z nich tylko 12,jak widzieliSmy, odpowiada przeksztatceniom
czworo$cianu w przestrzeni. Zbadamy, jakie to permutacje 1 jakie to symetrie. Rozpatrzmy w tym
celu dwa rodzaje osi czworoscianu — jedne laczace wierzcholek ze srodkiem przeciwleglej $ciany,
a drugie taczace srodki dwoch przeciwleglych (nie majgcych wspdlnego wierzchotka) krawedzi.
Kazdej osi, taczacej wierzchotek ze S$rodkiem przeciwleglej $ciany odpowiadaja dwa
nietozsamosciowe obroty czworoscianu, a mianowicie obroty dookota tej osi o katy 2m/3, 4n/3.
Otrzymujemy wobec tego 8 obrotéw, ktdre mozemy zapisa¢ w postaci permutacji numerow
poszczegbdlnych wierzchotkow.

(0123) (0123 (0123) "'mza* {1123']
— - “H =
1203 [20113,.

Dookota kazdej osi taczacej srodki dwodch przeciwleglych krawedzi mamy jeden nietozsamos$ciowy
obroét u kat m, co daje nam (poniewaz osi tych jest trzy) jeszcze trzy obroty, ktore mozemy zapisa¢ w
postaci permutacji

Te jedenascie obrotow wraz z przeksztalceniem tozsamosciowym (,,obrotem" tozsamos$ciowym) a,
daje nam 12 izometrii wlasnych czworo$cianu. Kazda z nich jest obrotem dookota jednej z siedmiu
osi symetriil); dlatego tez grupe izometrii wtasnych czworos$cianu nazywamy czesto grupg obrotow
czworo$cianu. Latwo si¢ przekonaé, ze wszystkie permutacje (2) i (3) sa parzyste, a poniewaz
parzystych permutacji z czterech elementow (wierzchotkéw czworoscianu) istnieje 12, wiec
widzimy, ze grupa obrotdéw czworo$cianu jest izomorficzna z grupa parzystych permutacji z
czterech elementow. Postaramy si¢ teraz zbada¢ podgrupy grupy obrotow czworoscianu. W grupie
tej, podobnie jak i w kazdej innej, istnieja przede wszystkim dwie tak zwane pod grupy
niewlasciwe; jest to po pierwsze cata grupa i po drugie grupa skladajaca si¢ z jednego tylko
elementu zerowego. Nas interesuja pozostate, tak zwane podgrupy wilasciwe grupy obrotow
czworo$cianu, ktorych istnieje doktadnie osiem. Przede wszystkim zauwazmy, ze suma obrotéw o
kat m dookota dwdch réznych osi taczacych $rodki przeciwlegtych krawedzi jest obrotem o kat =
dookota trzeciej z osi, taczacej $rodki przeciwleglych krawedzi (o tym mozna si¢ przekonaé
zarOwno za pomocg rozwazan geometrycznych, jak i bezposrednio, przez dodanie do siebie



dowolnych dwoéch sposréd permutacji (3)). Stad wynika, ze obroty o kat m dookota wszystkich
trzech osi taczacych $rodki przeciwlegtych Krawedzi tworza razem z obrotem tozsamosciowym
grupe, ktora jest oczywiscie grupa czwartego rzgdu; jest ona izomorficzna z grupa Kleina, tj. z
grupg wszystkich obrotow rombu. Oznaczymy te grupe przez H. Sposrod wszystkich podgrup
grupy obrotow czworoscianu ta grupa ma najwigkszy rzad. W niej zawarte sa trzy podgrupy
drugiego rzedu sktadajace si¢ z obrotow o katy 0 i m dookota kazdej poszczegolnej osi taczacej
srodki przeciwlegtych krawedzi. Podgrupy te oznaczymy przez Hoi, Heo 1 Hos. Procz tych grup
istniejg jeszcze cztery podgrupy trzeciego rzgdu, a mianowicie grupy H;, 1 =0, 1, 2, 3, sktadajace si¢
z trzech obrotow o katy 0, 2n/3, 4n/3. dookota odpowiedniej osi taczacej wierzchotek, oznaczony
numerem i, ze srodkiem przeciwleglej §ciany.

Aby udowodnié, ze grupa obrotdw czworoscianu nie zawiera zadnych innych podgrup, wystarczy
pokaza¢, ze dowolne dwa rozne od zera elementy wzigte z r6znych grup H;lub tez wzigte jeden z
dowolnej grupy H; drugi z dowolnej grupy Ho, tworza uklad generatoréw catej grupy obrotow
czworoscianu. W tym celu wystarczy rozpatrzy¢ dowolne dwa sposrod elementéw a;,as,as,a; na
przyktad a, i a;, a takze dowolny sposrdéd elementéw a,,as,as,a; 1 dowolny sposrdd ao,aig,ai;.
Polecamy czytelnikowi przeprowadzi¢ dowod za pomoca rozwazan geometrycznych, a mianowicie
wykaza¢, ze kazdy obrét czworo$cianu moze by¢ otrzymany za pomoca dodawania elementéw
dowolnej z wybranych par. Mozna takze otrzyma¢ ten sam rezultat na drodze rachunkowe;.
Nastepujace tozsamos$ci pokazuja na przyktad, Zze elementy a, 1 a; tworzg uktad generatorow grupy
obrotow czworo$cianu:

dp —a; —ay, a7=a1+a3-a1,
3.2:23.1, 33228.1-33,
34:233, a9=—a3+a1+2a3
as= -asta;tas, a0 = a;tas

dg = -a3+2a1 +a3, a; = azt a;

Nie nalezy sadzi¢, ze kazdy element wyraza si¢ przez generatory jednoznacznie. Na przyktad a; =
a;,ta; - a;, 1 jednoczesnie a; = -as- a; + a3 + a; + a;. Grupa obrotOw czworoscianu nie jest grupa
abelowg (na przyktad a, + a; = ajo, a; + a; = an).

Cwiczenie. Polecamy czytelnikowi udowodnié nastepujaco ogélne twierdzenie: Zbiér E elementow
grupy G tworzy wtedy 1 tylko wtedy uktad generatorow tej grupy, jezeli nie istnieje zadna podgrupa
wlasciwa grupy G, zawierajaca wszystkie elementy zbioru E. Postugujac si¢ tym twierdzeniem
znalez¢ wszystkie uktady generatorow grupy obrotéw czworo$cianu, sktadajace si¢ nie wigcej niz z
trzech elementow. Juz z tego przyktadu wida¢, jak wiele réznych uktadow generatorow moze miec
grupa skonczona.

§ 5. Grupa obrotéw sze$cianu i oSmioscianu

Aby znalez¢ wszystkie izometrie wilasne szeScianu, postgpimy tak samo, jak 1 w przypadku
czworoscianu: rozpatrzymy poczatkowo tylko te izometrie wlasne szescianu ABCDA'B'C'D', ktére
jeden z wierzchotkow — na przyklad wierzcholek A — pozostawiajg nieruchomy. Przy kazdej
izometrii wlasnej szeScianu wierzchotek przechodzi na wierzchotek, krawedz na krawedz, §ciana na
Sciang; rowniez 1 przekatne sze$cianu przechodza na przekatne. Jezeli dana symetria witasna
pozostawia wierzchotek A nieruchomy, to pozostawia ona nieruchoma rowniez i przekatng AC'
(poniewaz istnieje tylko jedna przekatna szescianu wychodzaca z wierzchotka A). Zatem rozwazana
izometria wlasna jest obrotem szeScianu dookota przekatnej AC. Takich obrotéw, oprocz
tozsamos$ciowego, istnieje dwa: o kat 2m/3 1 kat 4n/3. Wobec tego istnieja tylko trzy izometrie
wlasne sze$cianu pozostawiajace w miejscu wierzchotka A. Ale wierzchotek A mozna przez
odpowiednio dobrany obrét przeprowadzi¢ w kazdy z o$Smiu wierzchotkow sze$cianu. Stad,
powtarzajac te same rozwazania co w przypadku czworo$cianu, tatwo wnioskujmy, ze wszystkich
izometrii wlasnych szescianu Istnieje 3 ¢ 8 = 24. Postaramy si¢ znalez¢ kazda z tych izometrii



wlasnych. Zauwazmy przede wszystkim, Ze szeScian ma nastgpujace 13 osi symetrii: 4 przekatne, 3
proste taczace $rodki dwoch przeciwleglych $cian sze$cianu i 6 prostych taczacych srodki dwoch
przeciwlegltych krawedzi szes$cianu. Dookota kazdej z przekatnych mamy dwa nietozsamosciowe
obroty szescianu, przeprowadzajagce go w to samo polozenie, lacznie zatem mamy 8 obrotow
sze$cianu dookota jego przekatnych. Dookota kazdej z osi taczacych $rodki przeciwleglych $cian
mamy trzy nietozsamosciowe obroty, przeprowadzajace szesScian w pierwotne polozenie; zatem
wszystkich obrotow jest 9.

Wreszcie mamy jeden nietozsamosciowy obrot (o kat ) dookota kazdej z prostych taczacych srodki
przeciwlegtych krawedzi; razem wigc ilo§¢ tych obrotéw wynosi 6.

Tak wigc mamy 8 + 9 + 6 = 23 nietozsamosciowe obroty, przeprowadzajace szeScian w pierwotne
polozenie. Jezeli dotaczymy do tego jeszcze obrot tozsamosciowy, otrzymamy 24 izometrie wlasne,
tj. wszystkie izometrie wlasne sze$cianu, jakie tylko istniejg. W rezultacie:

Obroty sze$cianu wokot osi symetrii wyczerpuja grupe wszystkich ruchdw nie zmieniajacych
potozenia tego szescianu. Dlatego tez, podobnie jak 1 w przypadku czworo$cianu, grupe izometrii
wlasnych sze$cianu nazywamy zazwyczaj grupa obrotow szes$cianu. Zanim posuniemy si¢ dalej w
badaniu struktury grupy obrotéw sze$cianu udowodnimy nastepujacy Lemat. Jedynym obrotem
szeScianu, ktéry przeprowadza kazda z jego czterech przekatnych w siebie jest obrot
tozsamos$ciowy . Istotnie, zauwazmy poczatkowo, ze kazdy obrot, ktory nie zmienia potozenia
dwoch przekatnych sze$cianu - przypusémy przekatnych AC' i DB' — nie zmienia réwniez
polozenia ptaszczyzny przekatnej ADC'B'.

3 .B .d-. g L Kazdy nietozsamoSciowy obrot, nie zmieniajagcy potozenia pewnej

i e rirk;- = /| plaszczyzny, jest badZ obrotem dookota pewnej osi lezacej w jej ptaszczyznie

i *;--"’ .| -1 wOwczas jest obrotem o kat m, badZz tez jest obrotem dookota prostej
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e b rostopadtej do tej plaszczyzny. Zauwazmy jednak, ze obrot plaszczyzny o
e T D padic) 1Y yzny. Y] p yzny

(=8 =51 T kat m wokot osi lezacej w tej plaszczyznie nie zmienia potozenia jedynie tych

prostych, ktore sa do tej osi prostopadte. Poniewaz prostokat ADCB' nie jest
Rys. 8 kwadratem, wiec jego przekatne nie sg do siebie prostopadie i nie moga
pozosta¢ w tym samym polozeniu przy zadnym obrocie o kat m wokot dowolnej osi lezacej w
plaszczyznie tego prostokata. Tak wigc AC' i DB' moga pozostawaé¢ w tym samym potozeniu
jedynie przy obrotach sze$cianu dookota osi prostopadtej do ptaszczyzny ADC'B'. Taka osig jest
prosta MN, laczaca $rodki scian A'D' 1 BC. Jedynym nietozsamos$ciowym obrotem sze$cianu
dookota osi MN jest obrot o kat m, tzn. tylko przy tym obrocie kazda z przekatnych AC' 1 DB' nie
zmienia swojego potozenia. Przy tym obrocie jednak dwie pozostale przekatne BD' 1 CA'
zamieniaja si¢ miejscami, tak ze nietozsamosciowych obrotdw, pozostawiajacych w tym samym
potozeniu wszystkie cztery przekatne szescianu w ogodle nie ma. W ten sposéb przy kazdym
nietozsamos$ciowym obrocie sze$cianu jego cztery przekatne w pewien sposdb zamieniajg si¢ ze
sobg miejscami, tworzac nietozsamo$ciowg permutacje. Stad wynika, ze przy dwoch réznych,
obrotach a i b sze$cianu otrzymujemy rézne permutacje jego przekatnych; gdybySmy bowiem przy
obrotach a 1 b otrzymywali t¢ samg permutacj¢ przekatnych, to przy obrocie a - b wszystkie
przekatne pozostatyby na miejscu, czyli a-b byloby obrotem toZzsamosciowym i dlatego bytoby a =
b, co, jak zatozyliSmy, nie zachodzi. Wobec tego wszystkim 24 rdéznym obrotom szeS$cianu
odpowiadaja rézne permutacje jego czterech przekatnych, powstale w wyniku tych obrotow.
Wszystkich jednak permutacji z czterech elementow istnieje, jak wiadomo, 1*2*3%4 = 24,
Stad wynika, Zze migdzy grupa obrotow szescianu i1 grupa wszystkich permutacji czterech
elementow da si¢ ustali¢ odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna. Poniewaz przy ustalonej przez
nas odpowiednio$ci sumie obrotow odpowiada oczywiscie suma permutacji wiec zachodzi
nastepujace twierdzenie:
1. Grupa obrotow szescianu i grupa wszystkich permutacji czterech elementéw sa izomorficzne.
Sposréd podgrup grupy obrotow sze$cianu wymienimy przede wszystkim podgrupy cykliczne
drugiego, trzeciego i czwartego rzedu skladajace si¢ odpowiednio z obrotéw dookota kazdej z 13
osi symetrii sze$cianu. Podgrup cyklicznych rzedu dwa jest 6 (tyle jest bowiem osi taczacych srodki



przeciwlegtych krawedzi), podgrup cyklicznych trzeciego rzedu jest 4 (tyle ile jest przekatnych),
podgrup cyklicznych czwartego rzedu jest 3 (tyle, ile jest prostych taczacych srodki przeciwle ghych
$cian).

Znacznie bardziej interesujace sg nastepujace dalsze podgrupy.

ca)Podgrupa dwunastego rzedu, sktadajaca, si¢ z obrotow nie zmieniajacych
| potozenia (jednoczes$nie) kazdego z dwoch czworoscianow ACB'D' i BDA'C',
wpisanych. w sze$cian. Podgrupa ta sklada si¢ z 2*4 nitozsamo$ciowych
obrotow dookota przekatnych, z trzech obrotow o kat m dookota osi taczacych
srodk1 przeciwlegtych $cian 1 z obrotu tozsamosciowego.

b)Trzy podgrupy 6smego rzedu izomorficzne z grupg i czworokatnej piramidy
podwojnej. Kazda z tych podgrup sktada si¢ z tych obrotow szescianu, ktore
pozostawiajg bez zmiany jedng z prostych faczacych $rodki dwoch
przeciwlegtych $cian, na przyklad punkty S i S'. O$mioscian, wpisany w sze$cian jest szczegolnym
przypadkiem czworokatnej piramidy podwdjnej; grupa tych jego obrotow, ktére badz pozostawiaja
bez zmiany wierzchotki S i S', badz tez zamieniaja je wzajemnie miejscami jest oczywiscie grupa
1izometrii wlasnych czworokatnej piramidy podwojne;.

Ta podgrupa 6smego rzedu sktada si¢ z nastepujacych o$miu obrotow: czterech obrotow dookota
osi SS' (wlaczajac 1 obrot tozsamosciowy), dwoch obrotow o kat m dookota osi taczacych
odpowiednio $rodki krawedzi AA' 1 CC', BB' i DD' oraz dwoch obrotow o kat m dookota osi
faczacych odpowiednio $rodki scian 1ABB'A' 1 CDDC', ADD'A' i BCC'B'.

c¢) Podgrupa czwartego rzedu skladajaca si¢ z przeksztatcenia tozsamosciowego i trzech obrotow o
kat m dookota kazdej z osi faczacych srodki dwoch przeciwleglych $cian. Ta grupa sktada si¢ z tych
obrotow, ktére wspolne dla wszystkich trzech wymienionych punkcie b) podgrup 6smego rz¢du. Ta
podgrupa jest abelowa 1 jest izomorficzna z grupg obrotow rombu (tj grupa Kleina rzedu 4).

Oprocz wymienionych istnieja jeszcze podgrupy czwartego rzedu, takze izomorficzne z grupa
obrotow rombu.

2. Grupa izometrii wlasnych (obrotdw) o$mioscianu jest izomorficzna z grupg obrotdw szescianu.
Aby sie o tym. przekonaé, wystarczy opisa¢ szeScian na o$mio$cianie foremnym (rys. 10) lub
wpisa¢ szescian w o$mioscian foremny (rys. 11). Kazdy obrét o§mioscianu odpowiada pewnemu
obrotowi szeScianu i na odwrot.

Rys. §

BEys. 10

Ta posta¢ rzeczy jest jednym z przejawoéw dwoistosci miedzy szeScianem i o$mio$cianem.
Okreslimy, na czym ta dwoisto$¢ polega. Przede wszystkim nazwiemy dwa elementy (wierzchotek,
krawedz, $ciang) dowolnego wielo$cianu incydentnymi, jezeli jeden z tych dwoéch elementow
nalezy do drugiego (z kolei jako jego element). W ten sposob $ciana 1 wierzchotek nalezacy do tej
$ciany, $ciana i krawedz tej Sciany, a takze krawedz i wierzchotek bedacy koncem tej krawedzi sg
parami elementow incydentnych. Dwa wielo$ciany nazwiemy dwoistymi, jezeli elementom jednego
z nich mozna we wzajemnie jednoznaczny sposob przyporzadkowac elementy drugiego tak, aby
parom elementoéw incydentnych jednego wielo$cianu odpowiadaty pary elementow incydentnych
drugiego wieloscianu i przy tym

1° wierzchotkom pierwszego odpowiadaty $ciany drugiego,

2° krawedziom pierwszego odpowiadaty krawedzie drugiego,

3° §cianom pierwszego odpowiadaly wierzchotki drugiego.



Latwo widzie¢, ze w tym sensie szeScian i czworo$cian sg wielo$cianami dwoistymi, a czworos$cian
jest dwoisty wzgledem samego siebie.
§ 6.Grupa obrotow dwudziestoscianu i dwunastoscianu). Ogolna uwaga o grupach obrotow
wieloscianow foremnych

1.Sposrdéd  wszystkich pigciu wieloscianow foremnych zostalty nam do rozpatrzenia dwa:

dwudziesto$cian i dwunastoscian (rys. 121 13).
.

.Ei:}'s. i3

Te wielo$ciany sa wzgledem siebie dwoiste 1 grupy ich izometrii wlasnych sg izomorficzne.
Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy wpisa¢ dwudziestoscian w dwunastoscian (rys. 14) lub
dwunastos$cian w dwudziestoscian (rys. 15). Wobec tego wystarczy nam

zaznajomi¢ si¢ z grupa izometrii wlasnych dwudziesto$cianu. Aby znalez¢ ilo$¢ jej elementow,
postapimy tak, jak w przypadku czworo$cianu i szescianu. Rozpatrzymy mianowicie poczatkowo
tylko te izometrie wlasne dwudziesto$cianu, ktére pozostawiaja nieruchomy dowolny, ale ustalony
jeden z jego wierzchotkow. Takich izometrii wiasnych istnieje pie¢, mianowicie pi¢¢ obrotow
dookota osi taczacej ten wierzchotek z przeciwlegtym mu wierzchotkiem. Poniewaz wszystkich
wierzchotkow jest 12, wiec ilos¢ wszystkich izometrii wlasnych dwudziesto$cianu wynosi 5 ¢ 12 =
60 (na mocy analogicznego rozumowania jak w przypadku szescianu i czworo$cianu).

Wszystkie te izometrie wlasne sg obrotami dwudziestoscianu dookota jego osi. W istocie, mamy
nastgpujace osie symetrii dwudziesto$cianu:

6 osi taczacych przeciwleglte wierzchotki; dookota kazdej z tych osi mamy 4 nietozsamosciowe
obroty (o katy 2m/5, 4n/5, 6m/5, 8m/5) nie zmieniajace polozenia dwudziesto$cianu. tacznie
otrzymujemy zatem 6 * 4 = 24 obroty.

10 osi taczacych $rodki przeciwleglych $cian; dookota kazdej z tych osi mamy 2 nietozsamo$ciowe
obroty (o kat 27/3 1 4n/3) nie zmieniajace potozenia dwudziestoscianu. Lacznie zatem 20 obrotow.
15 osi taczacych $rodki przeciwlegtych krawedzi 1 dajacych kazda po jednym nietozsamos$ciowym
obrocie (u 180°). Tak wigc mamy 24 + 20 + 15 + 1 obr6t tozsamosciowy, tacznie 60 obrotow.
Podobnie jak poprzednio z rozwazan tych wynika, Zze dwudziestoscian ma doktadnie 31 osi
symetrii. Poniewaz grupa obrotow dwudziesto$cianu jest do$¢ ztozona, nie bedziemy prowadzili



dalszego jej badania. Zaznaczymy tylko, Zze grupa ta jest izomorficzna z grupa parzystych
permutacji z pigciu elementow.

2. Grupy izometrii wlasnych wielokatow i wielomianoéw, ktére dotychczas okreslalismy, byty
zawsze pewnymi grupami obrotéw. Rozpatrzmy jak gdyby dwa egzemplarze przestrzeni wtozone
jeden w drugi. Jedng przestrzen wyobrazimy sobie w postaci rozciggajacego u nieskonczenie we
wszystkie strony ciala sztywnego i1 nazwiemy ja ,,przestrzenig sztywna". Druga przestrzen
wyobrazimy sobie jako ,,przestrzen pusta". ,,Sztywna"przestrzeh umieszczamy w ,,pustej”, gdzie
moze si¢ ona przemieszcza¢. Nasz wielo$cian wyobrazamy sobie jako czg$¢ przestrzeni ,,sztywnej"
na state z nig zwigzanej 1 mogaca si¢ poruszac tylko razem z nig. Z tego punktu widzenia mozna
rozpatrywac obroty calej przestrzeni ,,sztywnej" w przestrzeni ,,pustej" (wokot pewnych osi), ktore
dany wielo$cian pozostawiaja w tym samym potozeniu. Poniewaz kazdy ruch, nie zmieniajacy
rozpatrywanych przez nas wieloscianow, byl obrotem dookola pewnej osi, a kazdy obrot
wielo$cianu dookota tej osi mozna uwazaé¢ za wywotany przez obrot catej przestrzeni dookota tej
osi, wiec grupa obrotow danego wielo$cianu jest izomorficzna z grupg obrotéw przestrzeni, ktore
nie zmieniaja danego wielo$cianu. Mowiagc o grupach obrotow wielo$cianow foremnych mamy
zazwyczaj na mys$li wilasnie t¢ ostatnig grupg. Czesto po prostu nazywa si¢ ja takze ,,grupa
wielo$cianu foremnego". Grupy ostrostupow foremnych (tj. grupy cykliczne skonczone), grupy
piramid podwojnych 1 dopiero co rozpatrywane grupy wielo$cianow foremnych sa jedynymi
podgrupami skonczonymi grupy wszystkich ruchow przestrzeni.

Rozdzial V1
PODGRUPY NIEZMIENNICZE
§ 1. Elementy sprz¢zone i podgrupy sprze¢zone

1.Transformacja danego elementu grupy za pomoca innego elementu. Rozpatrzmy dwa
dowolne elementy a i b grupy G. Element
-b+a+b
nazywamy transformacja elementu a za pomocg elementu b.
Zastanowmy si¢, przy jakich zatozeniach zachodzi rownos¢
(1)  -btatb=a.
Jezeli rowno$¢ ta jest spelniona, to dodajac lewostronnie b do obu jej stron otrzymamy
(1) atb=b+a.
Jezeli spetnione jest (1), to spetnione jest tez (1'), tj. elementy a i b s przemienne. Na odwrdt, jezeli
zachodzi (1'), to
-b+atb=-b+bta=a,
tj. zachodzi tez rownos¢ (1). Tak wigc:
Na to, aby dla danych a i b zachodzita rownos¢ (1), tj. aby transformacja elementu a za pomoca
elementu b réwnala si¢ elementowi a, potrzeba i wystarcza, azeby elementy a i b byty przemienne
(spetniaty warunek (1)).
W szczegolnosci w grupach abelowych réwno$¢ (1) zachodzi dla kazdych elementéw a i b.
Jako ilustracje pojecia transformacji rozpatrzymy grupe G wszystkich permutacji n elementow.
Niech
i 7 A I/ "\I
123..n b 123..n

a= b=
|
L@ a,a; ..a, Vbbb, b, )

Wowczas oczywiscie
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Wzor (2) mozemy tez sformutowaé w postaci nastepujacej zasady:

Niech
(123..n) ) (1 33.mn1
o= =
\aayay..a, ) \bb,b, ... b

Wt

Aby otrzymac¢ transformacj¢ permutacji a za pomoca permutacji b, nalezy w obu wierszach
permutacji a dokona¢ permutacji b.
Zilustrujmy jeszcze t¢ zasade na przyktadzie. Niechnp. n=3 i

123 (123)
4= ‘ N :| J
213)7 (321
Otrzymujemy
(321Y (123
—b+a+b=| =t #*aq
1213) (132
Znacznie tatwiej zrozumie¢ wyjasniong zasade postugujac si¢ terminem odwzorowania, czyli
funkcji. Permutacja a oznacza funkcje y= f(x), x =1, 2,..., n, y= 1,2, . .., n, przy czym dwom réznym

wartosciom x zawsze odpowiadajg dwie rozne wartosci y. Permutacja b jest funkcjg y = ¢(x) o tych
samych wtasnosciach co f(x). Permutacja -b+a+b jest funkcja y = F(x) okreslong wzorem
(6)  FX) =o{fl¢" )]}
Wzér ten otrzymujemy, jezeli elementowi ¢(x) przyporzadkujemy element o¢[f(x)]; jest to
bezposrednio widoczne, jezeli we wzorze (3) zamiast X podstawimy @(X) 1 zauwazymy, ze

' To(x)] = x
Poniewaz gdy x przebiega wartosci 1,2,3,..., n, to @(x) roOwniez przebiega te wartosci, tylko w
innym porzadku, wigc wzor
4 Flo(x)]=o[f(x)]
okresla nam doktadnie funkcje F(x), tj. permutacje

-b+a+b.
Wzor (4) jest tylko inng postacig wzoru (2). Wreszcie, jezeli oznaczymy f(x) przez y, to otrzymany
rezultat mozna sformutowac nastepujaco:
Permutacja F polega na tym, ze element @(x) zastepujemy przez element ¢(y).
Poniewaz kazda grupa skonczona jest izomorficzna .z pewng grupa permutacji, wiec wzor (2)
wyjasnia w pewnym sensie uzycie terminu ,,transformacja" w kazdym, razie dla grup skonczonych.

2.Przyklad grapy czworoscianu. Jako dalszy przyktad rozpatrzymy grupg obrotéw czworos$cianu
ABCD) (rys. 16).



Niech a oznacza obrot czworoscianu dookota osi MN (faczacej srodki krawedzi
BC 1 AD) o kat m niech b oznacza obrot czworos$cianu dookota osi DO
przeprowadzajacy Aw C, Bw A1 Cw B. Wowczas -b + a+ b jest obrotem o kat
dookota osi PQ taczacej srodki krawedzi AB i CD, O tym mozna si¢ przekonac

¢ zarOwno bezposrednio, jak 1 zauwazywszy, ze obréot a pocigga za sobg permutacije
wierzchotkow :

(ABCD)
\DCB A

podczas gdy obrot b pocigga za sobg permutacje wierzchotkow

(ABCD)
\CABD)
. N i . _ (4BCD)
Jezeli w wyrazeniu | pe B A4 ) dokonamy w kazdym wierszu permutacji | CABD)
X L% a] A
© of cic [CABD) ;R
0 otrzymam ermutacje | ,czyli |
YAy p NLDBJC; "' \BaDnc)
odpowiadajacg obrotowi dookota osi PQ o kat 180°.
W ten sam sposob przekonamy sie, ze
-atb+a
jest obrotem przeprowadzajacym B w C, C w D, D w B dookota osi taczacej wierzchotek
, L ) . . (ABC D
ze $rodkiem $ciany BCD (temu obrotowi odpowiada permutaCJa| 1
ACD B

3.Elementy sprzezone. Niech G bedzie dowolng grupa.
TWIERDZENIE 1'. Jezeli element b jest transformacja elementu a za pomocg elementu c, to
element a jest transformacja elementu b za pomocg elementu -c.
Istotnie, z warunku
b =-ctatc
wynika (dodajac do obu czgsci lewostronnie ¢, a prawostronnie -c)
ct+tb+(-c)=a,
to znaczy
a=-(-¢)tb + (-c),
czego nalezato dowies¢.
Okreslenie. Dwa elementy grupy nazywaja si¢ elementami sprzezonymi, jezeli jeden z nich jest
transformacjg drugiego.
TWIERDZENIE 1". Jezeli a jest sprzezone z b 1 b jest sprz¢zone z c, to a jest sprzezone z c.
Istotnie, poniewaz a jest sprzezone z b, wigc istnieje taki element d, ze
(5) b=-d+a+d.
Poniewaz b jest sprzezone z ¢, wigc istnieje taki element e, ze
() b=-e+tc+e,
tak ,ze
-d+at+d = -etc+te.
Dodajac do obu czgsci ostatniej rownosci lewostronnie d i prawostronnie -d otrzymamy
a=(d-e)+c+(e-d)=-(e-d)tc+(e-d),
tzn. a jest transformacjg elementu ¢ za pomocg elementu e - d, co nalezato okazac.
Twierdzenie 1"'. Kazdy element jest sprzezony sam z sobg.



Istotnie,

a=-0+a+0.
Sens twierdzen 1', 1" 1 1" polega na tym, ze moéwia one, iz relacja sprz¢zenia dwoch elementow
grupy jest zwrotna, symetryczna i1 przechodnia Stad na podstawie twierdzenia III wynika
Twierdzenie 1. Kazda grupa G rozpada si¢ na klasy elementow wzajemnie sprz¢zonych.
Przy tym klasa dowolnego elementu a grupy G skltada si¢ ze wszystkich elementow grupy G
sprzezonych z a, tzn. ze wszystkich transformacji elementu a za pomoca elementu grupy G.
Zauwazmy, ze klasa elementu zerowego kazdej grupy G sklada si¢ z jednego tylko elementu
zerowego (poniewaz przy dowolnym a mamy -a + 0 +a = 0).
Cwiczenie. Udowodnié, ze grupa obrotow czworo$cianu rozpada si¢ na nastepujace klasy
elementdw sprze¢zonych:
1.klase sktadajaca si¢ z samego elementu zerowego;
2.klase sktadajaca si¢ z obrotéw o kat 2m/3 wokot kazdej z czterech osi taczacych wierzchotek
czworoscianu ze srodkiem przeciwleglej Sciany;
3 klas¢ sktadajaca si¢ z czterech obrotow o kat 47/3 dookota tych samych osi (zawsze zgodnie (lub
przeciwnie) do ruchu wskazdéwek zegara, jezeli patrze¢ z nieruchomego wierzchotka),
4 klase sktadajaca sie¢ z obrotdow o kat m wokot kazdej z trzech osi taczacych $rodki dwoch
przeciwlegtych krawedzi czworo$cianu.
Polecamy réwniez czytelnikowi znalezienie klas elementéw sprz¢zonych w innych grupach
obrotow.

4. Transformacja podgrupy. Klasa elementow sprzezonych, do ktérej nalezy dany element a
grupy G, sktada si¢ z transformacji elementu a za pomoca wszystkich mozliwych elementow b
grupy G. Wezmiemy teraz pod uwage dowolng podgrupe H grupy G 1 begdziemy rozpatrywali
transformacje wszystkich mozliwych elementéw x tej podgrupy za pomoca jednego dowolnego, ale
ustalonego elementu b grupy G.
Oytrzymany zbior elementow, tj. zbidr wszystkich elementoéw postaci

-b+x+b,
gdzie b jest wybranym przez nas ustalonym elementem grupy G, a x przebiega zbidr wszystkich
elementow podgrupy H, nazywamy transformacja podgrupy H za pomocg elementu b i oznaczamy
przez

-b+H+b .
Udowodnimy, ze -b + H + b jest grupa.
1. Niech elementy ¢, i ¢; nalezg do -b + H + b. Udowodnimy, Ze ¢, + ¢, nalezy do - b + H+b. Mamy
(6) Ci — -b+X1+b ,Co = -b+X2+b
gdzie x;1 X sg elementami grupy H. Z rownosci (6) wynika bezposrednio
(7) citc= -b+X1+X2+b )
tak wiec ¢, + ¢, jest transformacjg elementu x; + x, za pomocg b, a wobec tego ¢, + ¢, nalezy do -b
+H+b.
2.Udowodnimy, ze element zerowy 0 grupy G nalezy do -b + H + b. Istotnie, 0 nalezy do H, a
poniewaz

-b+0+b=0,

wigc nalezy -b+H+b
3. Wreszcie, jezeli a nalezy do -b + H + b, to 1 -a nalezy do -b + H+b. W istocie, jezeli a nalezy do
-b + H + b, to a = -b+x+b, gdzie x jest pewnym elementem H. Ale wowczas -a = -(-b+,x+b)=-b + (
-X) + b, tj. -a jest transformacja elementu -x grupy H za pomocg elementu b, wobec czego -a jest
elementem zbioru -b + H +b.
Tak wigc -b + H + b jest grupa.
Kazdemu elementowi x grupy H odpowiada §cisle okreslony element grupy -b + H + b, mianowicie
element -b+x+b grupy -b + H+b. Przy tym dwu ré6znym elementom x,, i X, odpowiadajg rozne
elementy -b+x/+b i -b+x,+ b, poniewaz jezeli x; 1 X, sg rdézne, to na mocy jednoznacznosci
odejmowania rdzne sg tez elementy x;+b 1 Xo+ b sg rdzne, to elementy -b + (x;+ b) 1 -b + (x, + b)



takze sa rozne. Tak wigc przyporzadkowujac elementowi x grupy H element -b+x+b grupy -b+H +
b otrzymamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy H i -b + H + b. Na mocy wzorow (6)
1 (7) sumie dwoch elementéw x; 1 X, odpowiada przy tym suma elementow -(b+x;+b) i (-b + x, + b),
tj. odpowiednio$¢ ta jest izomorfizmem miedzy grupami Hi-b+H +b.

Udowodnili§my wigc nastepujace

Twierdzenie 2. Transformacja podgrupy H grupy G za pomocg elementu b grupy G jest podgrupa
grupy G, izomorficzng z grupa H.

Uwaga. Z okreslen powyzszych wynikaja natychmiast nastepujace wnioski:

1.Jezeli G jest grupa abelowa, a H - jej podgrupa, to transformacja podgrupy H za pomoca
dowolnego elementu b grupy G jest po prostu grupg H (w tym przypadku bowiem transformacja
dowolnego elementu x za pomocg elementu b jest tym samym elementem x;

-b+ x+b =x).
2.Jezeli G jest dowolng grupa, H - jej podgrupa,a b elementem grupy H, to

-b+H+b=H,
poniewaz dla dowolnego elementu x grupy H, jezeli b nalezy do H, to element -b+x+b takze nalezy
do H. Jezeli podgrupa H, jest transformacja podgrupy H, za pomocag elementu b, to H, jest
transformacja podgrupy H, za pomoca elementu -b.
Dowod wynika bezposrednio z twierdzenia I' ustepu 3.
Okreslenie. Dwie podgrupy G, z ktérych jedna jest transformacja drugiej nazywamy podgrupami
sprzezonymi.
Poniewaz -0 +H+0 = H, wiec kazda grupa jest sprz¢zona sama z soba.
Z twierdzenia 2 ustepu 4 wynika, ze dwie podgrupy sprzezone z trzecig sg tez sprzgzone miedzy
soba; zbidr wszystkich podgrup grupy G rozpada si¢ wiec na klasy podgrup sprzgzonych miedzy
soba. Wiemy juz (twierdzenie 2 tego ustepu), ze wszystkie sprzezone podgrupy sg izomorficzne.
5.Przyklady. Widzielismy, ze w grupie obrotow czworo$cianu istniejg nastgpujace podgrupy:
1.Dwie podgrupy niewlasciwe: pierwsza sktadajaca si¢ tylko z elementu zerowego, a druga
sktadajaca si¢ ze wszystkich dwunastu obrotoéw czworo$cianu. Kazda z tych podgrup jest
oczywiscie sprzezona tylko sama ze sobg.
2.Trzy podgrupy drugiego rzedu: Hoi,.Ho, 1 Hos, z ktorych kazda sklada si¢ z obrotow o katy 0 i «
dookota pewnej osi taczacej srodki przeciwlegtych krawedzi. Wszystkie te grupy tworza jedng
klas¢ podgrup sprz¢zonych:
3.Grupa H czwartego rzedu (Kleina) bgdaca sumg (w sensie teorii mnogosci) Hoi,Hpx 1 Hos(t].
sktadajaca si¢ z obrotu tozsamos$ciowego i1 z obrotow o kat m wokot kazdej z trzech osi taczacych
srodki przeciwlegtych krawedzi). Z okreslenia grupy H jako sumy grup Ho,He, 1 Hes 1 z tego, ze
grupy Hoi,Hoo 1 Hos tworza jednag klase podgrup sprzezonych wynika, ze grupa H jest sprz¢zona
sama ze sobg.
4.Cztery podgrupy trzeciego rzgdu: Ho,.Hi, H», Hs, ; kazda z nich sklada si¢ z obrotéw o katy 0, 27n/3
, 4m/3dookota pewnej osi taczacej wierzchotek ze $rodkiem przeciwleglej Sciany. Wszystkie te
grupy takze tworza jedng klas¢ podgrup sprz¢zonych.
Tak wiec wszystkie dziesie¢ podgrup grupy obrotdw czworo$cianu foremnego rozpadly si¢ na
nastepujace klasy podgrup sprzezonych:
1° Trzy klasy sktadajace si¢ kazda z jednego elementu: dwie klasy zawierajace po jednej tylko
niewlasciwej podgrupie i klasa sktadajaca si¢ z jednej grupy H rzedu czwartego.
2° Klasa sktadajaca si¢ z trzech podgrup rzedu drugiego.
3° Klasa sktadajaca si¢ z czterech podgrup rzgdu trzeciego.

§ 2. Podgrupy niezmiennicze (dzielniki normalne)

1.0kreslenie. Jezeli podgrupa H danej grupy G nie ma zadnej od siebie sprz¢zonej z nig podgrupy
(tj. jezeli klasa wszystkich podgrup, sprzezonych w grupie G z podgrupa H sktada si¢ z jednej tylko
grupy H) to podgrupe H nazywamy podgrupa niezmienniczg (lub dzielnikiem normalnym) grupy G.



Oczywiscie, okreslenie podgrupy niezmienniczej mozna tez sformutowac nastepujaco:
Podgrupe H grupy G nazywamy podgrupa niezmennicza, jezeli transformacja dowolnego elementu
grupy H za pomoca dowolnego elementu grupy G jest elementem grupy H.
Pojecie podgrupy niezmienniczej jest jednym z wazniejszych pojec calej algebry; jezeli nawet nie
jest mozliwe w tym krotkim wyktadzie wyjasni¢ czytelnikowi catej doniostosci tego pojecia,
wychodzacej na jaw w algebrze; szczegbdlnie w tzw. teorii Galois, to w kazdym razie mozna miec
nadziej¢, ze z rozwazan tego i nastgpnego rozdziatu czytelnik zrozumie, jak wielkie jest znaczenie
podgrup niezmienniczych w logicznej budowie same;j teorii grup.
2.Przyklady. Trywialnymi przyktadami podgrup niezmienniczych sa obie podgrupy niewtasciwe
dowolnej grupy. Procz tego dowolna podgrupa grupy abelowej jest oczywiscie niezmiennicza.
Podamy teraz kilka przyktadow mniej trywialnych:
1.Grupa S$lizgania prostej po sobie jest podgrupa niezmienniczg grupy wszystkich izometrii
wlasnych prostej (rozdz. V, § 2).
2.Cykliczna grupa A rzedu n sktadajgca si¢ ze wszystkich izometrii wlasnych pierwszego rodzaju n-
-katnej piramidy podwdjnej jest podgrupa niezmienniczai grupy wszystkich izometrii wlasnych tej
bryty.
3. Naprzemienna grupa A, permutacji z n elementdw (grupa permutacji parzystych z n elementow) i
jest podgrupa niezmienniczg grupy S, wszystkich permutacji z n elementow. Istotnie, jezeli b jest
dowolnym elementem grupy A, czyli dowolng permutacja parzysta, a za§ jest dowolnym
elementem grupy S, (tj. dowolng permutacja, parzystg lub nie), to permutacja - a+b+ a ma jako znak
iloczyn trzech liczb réwnych +1 lub -1:

sgn (-a) sgn b sgn a.
Poniewaz sgn(-a) = sgn a, wigc sgn(a) sgn a w kazdym przypadku (tj. dla dowolnego a) rowna si¢
+1, a co za tym idzie

sgn(-a+b+a)=sgnb=+1,
a to oznacza, ze -a + b + a jest permutacjg parzysta czyli elementem grupy A,.
Tak wiec transformacja dowolnego elementu b grupy A, jest elementem grupy A, (ogoélnie biorac
roznym od b), tzn. A, jest podgrupa niezmienniczg grupy S, Zajmiemy si¢ jeszcze przyktadami
podgrup niezmienniczych.
Widzielismy juz, ze w grupie obrotow czworo$cianu istnieje jedna wlasciwa podgrupa
niezmienniczg czwartego rzedu. Poniewaz grupa obrotow czworo$cianu jest izomorficzna z grupa
naprzemienng A, (grupa permutacji parzystych czterech elementow), wiec mozemy tez powiedziec,
co nastgpuje: Naprzemienna grupa permutacji z czterech elementdw zawiera podgrupe
niezmieniczg czwartego rzedu. Ta okoliczno$¢ zastuguje na uwage; okazuje sie, ze dla n > 4
naprzemienna grupa A, permutacji n elementéw nie zawiera zadnej podgrupy niezmienniczej (procz
obu podgrup niewtasciwych). Ten fakt, ma wielkie znaczenie w algebrze: jest $cisle zwigzany z
tym, Zze ogo6lne réwnanie stopnia n > 4 nie ma rozwigzan wyrazalnych przez pierwiastki. Grupa
obrotow szescianu jest, jak juz wiemy, izomorficzna z grupa Ss. Wobec tego z géry mozemy
powiedzie¢, Zze musi ona zawiera¢ podgrupe niezmienniczg izomorficzng z grupa A4. T¢ podgrupe
juz znamy (rozdz. V, § 5); sktada si¢ ona z obrotow szescianu pozostawiajagcych w miejscu kazdy z
dwoéch czworo$ciandéw wpisanych w szescian. WspominaliSmy takze o trzech podgrupach 6smego
rzedu, zawartych w grupie obrotow szes$cianu. Te trzy grupy tworza klase podgrup sprzezonych, a
co za tym idzie ,zadna z nich nie jest podgrupa niezmienniczga. Natomiast podgrupg niezmiennicza
jest iloczyn (w sensie teorii mnogosci) tych trzech grup, ktory jak wiemy jest grupg sktadajaca sie z
elementu zerowego i trzech obrotdw szes$cianu o kat m dookota kazdej z trzech prostych taczacych
srodki dwoch przeciwleglych $cian.
Zadnych innych wlaéciwych podgrup niezmienniczych, procz wyzej wymienionych grup
dwunastego 1 czwartego rzgdu w grupie obrotdw sze$cianu, nie ma. Wymienimy jeszcze
nastepujace klasy sprzezonych ze soba podgrup:
1.Klasa sktadajaca si¢ z trzech grup cyklicznych rzedu 4 (kazda z tych grup sklada si¢ z obrotow
dookota jednej z osi taczacej §rodki dwodch przeciwlegtych $cian szescianu).
2.Klasa sktadajaca si¢ z czterech grup cyklicznych rzedu 3 (kazda z tych grup sktada si¢ z obrotow



sze$cianu dookota przekatne;j).

3.Klasa sktadajaca si¢ z szeSciu grup cyklicznych rzedu 2 (kazda z tych grup sktada si¢ z obrotéw
dookota jednej osi taczacej srodki dwoch przeciwleglych kra wedzi).

Rozpatrzmy wreszcie doktadniej znang nam juz grupe ruchow catej ptaszczyzny (rozdz. V, § 2).
Przede wszystkim podamy nastepujaca uwage. Kazdy ruch plaszczyzny przyporzadkowuje
kazdemu punktowi x plaszczyzny pewien doktadnie okreslony punkt plaszczyzny f(x), mianowicie
ten punkt f(x), na ktory przy danym ruchu przechodzi punkt x.

Tak wigc kazdy ruch mozemy rozpatrywac jako pewne przeksztalcenie plaszczyzny samej na
siebie. To przeksztalcenie jest izometria, tj. zachowuje odlegto$¢ miedzy punktami: Jezeli dwa
punkty x 1y przeksztalcimy odpowiednio na f(x) 1 f(y), to odleglo$¢ migdzy punktami f(x) 1 f(y) jest
rowna odleglo$ci miedzy punktami x i y. Stad w szczegdlnosci wynika, ze zadne dwa rdézne punkty
nie mogg przy takim przeksztatceniu przejs¢ na jeden punkt, jesli bowiem punkty x 1y sg rdzne, to
odlegto$¢ migdzy nimi jest rozna od zera; wowczas jednak odlegto§¢ migdzy punktami f(x) i1 f(y)
takze powinna by¢ r6zna od zera, czyli punkty f(x) 1 f(y) nie mogg si¢ pokrywac. Tak wiec kazdy
ruch plaszczyzny jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym plaszczyzny na siebie.
Rozpatrujgc izometrie wlasne jako przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne ptaszczyzny na samag
siebie bedziemy oznaczali je symbolami odwzorowan f(x), gdzie x jest dowolnym punktem
ptaszczyzny. Niech dane beda dwa ruchy f(x) i ¢(x). Postaramy si¢ przedstawi¢ sobie jasno, co
oznacza transformacja ruchu f(x) za pomocg ruchu ¢(x): Wedtug okreslenia be-dzie to ruch

(D) F&=oeife"' ()]}

Poniewaz ¢(x) jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem plaszczyzny, wiec ruch F(x) bedzie
doktadnie okreslony, jezeli bedzie wskazane, na jaki punkt przy tym ruchu przejdzie punkt ¢(x) dla
dowolnego x. Innymi stowy — przeksztatcenie F(x) bedzie okreslone dla dowolnego x, jezeli
bedziemy wiedzieli, takze dla dowolnego x, na co przeprowadza ono punkt ¢(x). Ale zastepujac we
wzorze (1) x przez ¢(x) i uwzgledniajac ,ze ¢'[@(X)] = X, otrzymamy

2)  Flox)] = o[f(x)]
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Ten wzor okresla doktadnie ruch F(x). Jesli przyjmiemy f(x) =y to wzér (2) oznacza, co nastepuje:
Dla dowolnego x ruch F przeprowadza punkt ¢(x) na punkt ¢(y).Udowodnimy teraz nastgpujace
twierdzenie:
Jezeli f jest obrotem wokot punktu a o kat a, to F jest obrotem dookota punktu ¢(a) takze o kat a.
Poniewaz f jest obrotem dookota a, wigc

f(a) =a,
stad na mocy wzoru (2)

Flo(a)] = ¢(a)
czyli F jest obrotem wokoét ¢(a).Ruch f obraca dowolng potprosta h wychodzaca z punktu a o kat a i
przeprowadza ja tym samym w pol prosta f(h); ruch ¢, bedacy izometrig, przeprowadza figure
sktadajaca si¢ z dwoch polprostych h i f(h) wychodzacych z punktu a i tworzacych ze sobg kat o w
figure przystajaca, sktadajaca si¢ z dwoch potprostych @(h) i @[f (h)] = F [p(h)] wychodzacych z
¢(a); tak wige polprosta F[o(h)] otrzymujemy z potprostej o(h) takze przez obrot o kat a, tj. ruch F



obraca potprosta @(h) o kat a 1, co za tym idzie, F jest obrotem o kat a.
Stad wynika, ze:
Transformacja grupy obrotow plaszczyzny wokot punktu a za pomoca dowolnego ruchu ¢ jest
grupa obrotow ptaszczyzny dookota punktu ¢(a).
Niech f bedzie przesunigciem ptaszczyzny wzdtuz prostej g, a ¢ - dowolng izometrig wlasnag tej
plaszczyzny. Zachodzi przede wszystkim tozsamos¢

flg)=g,
ktora mowi, ze przy ruchu ¢ prosta g nie ulega zmianie. Ruch ¢ przeprowadza prosta g w prosta
¢(g). Ze wzoru (2) zastosowanego do dowolnego punktu x prostej g wynika

Flo(g) = ¢(g),
tj. ruch F przeprowadza prosta ¢(g) na t¢ samag prostg i, co za tym idzie, jest poslizgiem wzdtuz tej
prostej. Poniewaz ¢ jest izometrig, wigc odlegltos¢ migdzy x a y= f(x) jest. rowna odlegto$ci migdzy
o(x) a o[f(x)].tj. miedzy @(x) 1 Flo(x)].
Oznacza to, ze poslizg F przesuwa punkty ptaszczyzny o t¢ samg odlegtos¢ co poslizg f. Z tego
wynika, ze
Grupa przesuni¢¢ rownoleglych ptaszczyzny wzdhuz lini prostej g transformuje si¢ za pomoca
dowolnie danej izometrii wlasnej ¢ na grup¢ przesuni¢¢ rownolegtych ptaszczyzny wzdhuz prostej
o(g).
Poniewaz za pomoca dowolnej izometrii wlasnej ¢ kazde réwnolegle przesunigcie plaszczyzny
transformuje si¢ na przesunigcie rownoleglte, wigc otrzymaliSmy nastepujacy wazny rezultat:
Grupa wszystkich przesunie¢ rownoleglych (wzdhuz wszystkich mozliwych prostych) jest podgrupa
niezmienniczg grupy wszystkich izometrii wtasnych ptaszczyzny.

Rozdzial VII

ODWZOROWANIA HOMOMORFICZNE

§ 1. Okreslenie odwzorowania homomorficznego i jego jadra

OkreSlenie i elementarne wlasnosci. Niech kazdemu elementowi a grupy A przyporzadkowany
bedzie element

b =f(a)
grupy B. Zbiér wszystkich otrzymanych tym sposobem elementéw b=f(a) grupy B oznaczymy
przez f(A). Mn wimy, ze mamy do czynienia z odwzorowaniem grupa A w grupe B, a mianowicie
na zbior f(A)=B.

Wprowadzimy teraz nast¢pujace podstawowe okreslenie: Odwzorowanie f grupy A w grupe B
nazywa si¢ homomorfizmem, jezeli dla dowolnych elementow a, i a, grupy A zachodzi warunek
(1) flartay) = f(a)+f(ay)
przy czym znak + w lewej cze$ci rownosci (1) nalezy oczywiscie rozumie¢ jako symbol dodawania
w grupie A, a w prawej cze$ci rownosci (1) jako symbol dodawania w grupie B.
Twierdzenie. Jezeli f jest odwzorowaniem homomorficznym grupy A w grup¢ B, to zbior f(A) CB.
tworzy podgrupe grupy B.
Dowod. Wystarczy udowodnié, ze
1. jezeli by 1 b,, sg elementami zbioru f(A), to b, + b, takze jest elementem zbioru j (A);
2. element zerowy grupy B jest elementem zbioru f(A)
3. jezeli b jest elementem zbioru f(A), to -b takze jest elementem zbioru f(A).
Udowodnimy kolejno punkty 1, 2, 3.
1.Niech b; 1 b, beda dwoma elementami zbioru f(A). Oznacza to, Ze istniejg takie elementy a; i a,
grupy A, ze f(a;) = b; 1 f(a,)=b..
Ale na mocy tego, ze f jest odwzorowaniem homomorficznym mamy
f(a1+a2) = b1 + bz.



Wobec tego b; + b, jako obraz elementu a, + a, przy odwzorowaniu grupy A jest elementem zbioru
f(A). W len sposob udowodnilismy 1.
2.Niech 0 oznacza element zerowy, a a - dowolny element grupy A. Mamy (w grupie A)
at0=a,
skad (w grupie B)
f(a+0) = f(a)
1 na mocy tego, ze f jest homomorfizmem
f(a) + f(0) = f(a),
tzn. f(0) jest elementem zerowym grupy B. W ten sposob udowodnilismy 2.
3. Niech b bgdzie dowolnym elementem zbioru f(A)C B. Istnieje taki element a grupy A, ze

f(a)=b.

Oznaczmy przez b' element f(-a) zbioru f(A). Udowodnimy, ze
b'=-b.

Istotnie,
a+(-a) =0.

Wobec tego

f(a)+f(a)=0
(0 z prawej strony oznacza element zerowy grupy B), to znaczy ze

b+b'=0,
czyli I

':_b,

co nalezato okaza¢.
Tak wiec kazde odwzorowanie homomorficzne grupy A w grupe B jest odwzorowaniem
homomorficznym grupy A na pewna podgrupe grupy B.
Uwaga 1. W tych rozwazaniach zawarty jest dowod nastepujacych waznych twierdzen,
prawdziwych dla dowolnego odwzorowania homomorficznego grupy A w grupe B :
(2) f(0)=0
(gdzie z lewej strony 0 oznacza element zerowy grupy A, a z prawej — element zerowy grupy B);
3) f(-a) = -f(a)
Uwaga 2. Na podstawie uwagi w rozdziale III § 2, mozemy powiedzie¢:
Wzajemnie jednoznaczne i homomorficzne odwzorowanie grupy A w grupe B jest odwzorowaniem
izomorficznym.
Okreslenie. Niech f bedzie odwzorowaniem homomorficznym grupy A w grupe B. Zbior tych
elementdw x grupy A, ktére odwzorowanie f przeksztatca na element zerowy grupy B nazywamy
jadrem homomnrfizmu i oznaczamy przez (0).
Twierdzenie. Jadro homomorfizmu f grupy A i w grupe B jest podgrupa niezmiennicza grupy A.
Dowdd. Z okreslenia homomorfizmu wynika bezposrednio, ze jezeli

f(a;) =0, f(a,) = 0, to f(a; + a,) =0,
tj. jezeli a; i a, sg elementami £'(0), to a, + a; jest takze elementem f'(0)
Dalej, przy dowodzie poprzedniego twierdzenia widzielismy, ze f(0) jest elementem zerowym
grupy B, czyli 0 jest elementem £(0)
Wreszcie, jezeli f(a) = 0, to f(-a) = -f(a) = 0, tj. jezeli a jest elementem (0), to i -a jest takze
elementem f'(0). Stad juz wynika, ze £'(0) jest podgrupa grupy A. Aby pokazaé, ze f'(0) jest
podgrupa niezmiennicza grupy A, nalezy sprawdzi¢, ze transformacja -a + x+a dowolnego elementu
x grupy £'(0) za pomocg dowolnego elementu a grupy A jest elementem grupy f'(0). Innymi stowy,
nalezy przekonac¢ si¢ o tym, ze

f(-a|x+a) =0,
jezeli tylko f(x) = 0. Jest to jednak prawie oczywiste, poniewaz dla f(x) = 0 mamy

f(-a+x+a)=1f(-a) + f(x) + f(a) =

=f(-a) + 0 + f(a) = -f(a) + f(a) = 0.
Tuk wiec twierdzenie zostalo catkowicie udowodnione.



Zobaczmy dalej, ze 1 odwrotnie, kazda podgrupa niezmiennicza grupy A jest jadrem pewnego
odwzorowania homomorficznego tej grupy.

§ 2. Przyklady odwzorowan homomorficznych

I. Rozpatrzmy grupe G wszystkich liczb catkowitych
ve N, -(n-1),...,-2,-1,0, 1, 2,..., (n-1), n,...
1 grupe G, rzedu drugiego. Niech elementami tej grup beda by 1 b ,a tablica dodawania nastepujaca
bo+bo = by, by + by = by + be=by, b1+ by,=by.
Oczywiscie by jest elementem zerowym grupy G, Okreslimy nastepujace odwzorowanie f grupy G
na grupe G,: Kazdej liczbie parzystej przyporzadkujemy element by grupy G,, a kazdej liczbie
nieparzystej przy porzadkujemy element b, grupy G..
To przeksztalcenie jest homomorfizmem. W istocie, niech a i a' beda dwiema liczbami catkowitymi.
Jezeli aia' sg obie parzyste, to a + a' jest takze liczbg parzysta
1 mamy
f(ata') = f(a) = f(a') = by = f(a) + f(a")
Jezeli jedna z liczb aia' (np. a) jest parzysta, a druga nieparzysta, to a + a' jest nieparzyste, tak ze

f(a) = by, f(a') = by, f(ata") = b, = bptb, = f(a) + f(a")

Jezeli wreszcie a i a' sg nieparzyste, to a + a' jest parzyste i mamy

f(a)=f()=by, f(a+a)=by=b +b, =f(a)+ f(a)

Jadrem naszego homomorfizmu jest oczywiscie grupa wszystkich liczb parzystych. Uogdlnimy ten
przyktad. Niech dana bedzie dowolna liczba naturalna m >2. Rozpatrzymy grupe cykliczny G,
rzg¢du m o elementach by, by, b,,..., bm.1 1 tablicy dodawania:

byl by - bmaz bpo
bﬂ bD I:'I : b-_' Sy bm—.‘! I}m 1
b, b, b by i ibmey by
By of b By b n b,
bm—z. hm.—: hrn 1 h‘n ey b"r' 4 bm—:&
h"r.'?—l b111—1 bn b-g i B EJI‘.“?"\-_—,'] r:"r.r.'—'.\:

(element zerowy oznaczyliSmy przez b,). Okreslmy homomorfizm f grupy G wszystkich liczb
catkowitych w grupe G,. W tym celu przypomnimy przede wszystkim nastepujace twierdzenie z
arytmetyki:
Kazda liczba catkowita daje jako reszte przy dzieleniu przez liczbe naturalng m jedng z liczb 0,1,...,
m-1. Przy tym reszta ta okre$lona jest jako jedyna liczba nieujemna r spelniajagca warunki
(1) a=mq+r,0 <r<m-1,
przy catkowitym q (ktére nazywamy ilorazem z dzielenia a przez m).
Twierdzenie to jest oczywiscie znane wszystkim dla a dodatniego. Dla a = 0 mamy oczywiscie

0 =m*0+0,
tj. przy dzieleniu zera przez dowolng liczb¢ naturalng iloraz i reszta sa rGwne zeru.



Przypadek gdy a jest uyjemne wymaga by¢ moze pewnych objasnien. Jezeli a jest ujemne, to -a jest
dodatnie. Podzielimy liczbe naturalng -a przez liczbg¢ naturalng m, oznaczymy iloraz przez q', a
resztg¢ przez r'. Mozemy zalozy¢, ze r' > 0 (poniewaz jezeli bytoby r' = 0, to -a i, co za tym idzie, a
byloby podzielne przez m bez reszty). Tak wiec

-a =mq+r'
lub

a=-mq —-r'=-m-mq +m-r=m(-1-q') + (m-r')
Z tegoz, ze 0 <r'<m - 1, wynika oczywiscie, ze

0<m-r<m—1.
Podstawiajac zatem q =-1- q', r = m —r' mamy dla catkowitych a, q, r zwiazki
(2) a=mqgtr. 0<r< m-L

Latwo przekona¢ si¢, ze przy danych liczbach catkowitych m, q i r, gdzie 0 < r < m-I,
przedstawienie liczby catkowitej a wzorem (2) jest jednoznaczne, tj. ze liczby catkowite q 11 s3
przez warunki (2) catkowicie okreslone.

Istotnie, niech

(2" a=mq; +1, 0 <r < m-l.

Odejmijmy stronami réwno$¢ (2') od réwnosci (2) Otrzymamy

0=m(q-q)) + (r-r)
lub

r-r; = m(qi-q).

Stad wynika, ze liczba catkowita r - | jest podzielna bez reszty przez m. Jednakze r - r; jest roznica
dwoch liczb nieujemnych 1 nie wigkszych od m-1, a co za tym idzie warto$¢ bezwzgledna tej
roznicy takze nie przekracza m - 1. Wobec tego liczba r-r; moze by¢ podzielna bez reszty przez m
tylko w tym przypadku, gdyy rowna si¢ ona zeru. Tak wiec

r-ri=0,r=r,
3) a=mq; t+r

Z réwnosci (3) 1 (2) otrzymujemy

qi=a-r;/m, q=a-r/m
czyli
Q=9
co nalezato okazac.
Liczbie catkowitej r na mocy nieréwnosci

0<r<m-1

odpowiada element b, grupy Gn. Tak wigc przy ustalonym m > 2 kazdej liczbie calkowitej a
odpowiada doktadnie okreslony element grupy cyklicznej G, rzedu m, a mianowicie element b,
gdzie r jest resztg z dzielenia a przez m. Ten element b, nazywa si¢ resztg liczby a modulo m.

Ta odpowiednio$¢ jest pewnym odwzorowaniem f grupy G na grupe G,. Udowodnimy, ze



odwzorowanie f jest homomorfizmem.
Niech aia' bedg dwiema liczbami
4) a =mq+tr 0<r<m-1
a=mq+r 0=<r'<m-1
Wowcezas
ata'=m(q+q)+r+r.

Liczba r + ' spelnia wprawdzie nieréwnos$¢ 0 <r + r' moze jednak nie spetnia¢ nierownoscir +1' <
m-1. Zawsze jednak

r+r'=mq" + p

gdzie q" jest ilorazem z dzielenia r + 1' przez m (jest on réwny, jak tatwo si¢ przekona¢, 0 Iub 1), a p
jest resztg z tego dzielenia, tak ze
ata' =m(q+q +a")+tp, 0<p<m-l
Tak wiec elementowi a + a' odpowiada przy naszym od wzorowaniu element b, grupy G,
Rozpatrujac tablice dodawania grupy cyklicznej rzedu m widzimy, ze
b, + b, =bp
(gdzie p jest, jak poprzednio, resztg z dzielenia r + r' przez m). Tak wigc
f(a+a')=bp=>b,+b,=f(a) +1(a),
co dowodzi, ze odwzorowanie f jest homomorfizmem.
To odwzorowanie homomorficzne f grupy liczb catkowitych na grupg cykliczng rzedu m jest
podstawowym faktem w elementarnej teorii liczb; homomorfizm ten oznacza¢ bgdziemy przez fi.
Jadrem homomorfizmu f,, jest grupa liczb catkowi tych podzielnych bez reszty przez m.
II. Niech A bedzie grupa wszystkich izometrii wlasnych ptaszczyzny. Obierzmy na tej plaszczyznie
okreslony punkt O i okreslony promien h wychodzacy z punktu O. Kazda izometria wlasna f
plaszczyzny przeprowadza promien h w promien f(h) wychodzacy z punktu f(O). Promien f(h)
tworzy z promieniem h pewien kat, ktory oznaczymy przez o. Kat ten rowna si¢ zeru wtedy 1 tylko
wtedy, gdy promienie f(h) i h sg rownolegle z jednakowym zwrotem, czyli gdy symetria f jest
przesunigciem.
Przyporzadkujemy teraz izometrii wlasnej f obrot ptaszczyzny o kat ;. W ten sposob ustalimy
odwzorowanie grupy wszystkich izometrii wlasnych ptaszczyzny na grupe wszystkich obrotow
ptaszczyzny dookota punktu O i na izomorficzng z nig grupe Y (patrz rozdz. V, § 2).
Odwzorowanie to, jak si¢ czytelnik moze latwo przekonaé, jest homomorfizmem. Jadrem tego
homomorfizmu jest grupa wszystkich przesunie¢ réwnolegltych ptaszczyzny.
III.W rozdziale V, § 2 (drugi przyktad), pokazalismy, ze kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada
pewien element grupy % Ta odpowiednio$¢ ustala homomorfizm grupy wszystkich liczb
rzeczywistych na grupe 7y, przy czym jadrem tego homomorfizmu jest grupa cykliczna
nieskonczona sktadajaca si¢ ze wszystkich liczb rzeczywistych bedacych wielokrotnos$ciami 2.

Rozdzial VIII

ROZBICIE GRUPY NA WARSTWY WZGLEDEM DANEJ PODGRUPY . GRUPA
ILORAZOWA

§ 1. Warstwy lewostronne i prawostronne

1.Warstwy lewostronne. Niech dana bedzie grupa G i jej podgrupa U. Nasze zadanie bedzie
polegato obecnie na tym, aby udowodni¢ co nastgpuje: Podanie podgrupy U okresla (i przy tym na
ogot dwoma réznymi sposobami) rozbicie grupy G na pewien uklad wzajemnie rozlacznych
podzbiordw, z ktorych jednym jest sama podgrupa U, a pozostale za pomoca prostego prawa moga
by¢ we wzajemnie jednoznaczny sposdb odwzorowane na U.



Aby otrzyma¢ ten rozklad grupy G, postapimy nastgpujaco: Nazwiemy dwa elementy grupy G
rownowaznymi wzgledem podgrupy U, jezeli lewostronna rdéznica elementéw b 1 a, tzn. element -
atb, jest elementem podgrupy U. Ta rownowazno$¢ (zwana tez rdwnowaznoscig lewostronng) ma
wlasnos¢ symetrii, jezeli bowiem

-atb=u,
gdzie u jest elementem grupy U
Rownowazno$¢ ta ma takze wlasnos¢ przechodniosci, jezeli bowiem

-at+b = u
-b+c =u,,
gdzie uy, 1 u; sg elementami podgrupyU, to

-atc=(-at+b) + (-b+c) = u+u,

jest takze elementem podgrupy U.
Wreszcie, rozpatrywana rownowazno$¢ ma wlasno$¢ zwrotnosci poniewaz

-at+a=0

jest elementem podgrupy U.
Wobec tego grupa G na podstawie twierdzenia III Uzupeknienia (§ 5) rozpada si¢ na klasy
elementow rownowaznych migdzy soba wzgledem podgrupy U. Klusy te nazywaja si¢ warstwami
lewostronnymi grupy G wzgledem podgrupy U. Zauwazmy, ze warstwa lewostronna 'K, elementu a
grupy G sktada si¢ ze wszystkich takich elementéw x, Zze -atx = u jest elementem grupy U, t.
innymi stowy ze wszystkich elementdéw postaci x = a + u, gdzie u jest elementem podgrupy U.
Zauwazmy jeszcze, ze jezeli a jest elementem U (w szczegdlnosci jezeli a = 0), to 'K, = U,
poniewaz w tym przypadku a + u przy dowolnym u z grupy U jest elementem grupy U i kazdy
element grupy U moze by¢ przedstawiony w postaci a +u, gdzie u,= -a+u jest elementem grupy U.
Poniewaz kazdy element zbioru 'K, moze by¢ przedstawiony w postaci a + u i przy réznych
elementach u; i u,, grupy U elementy a + u, i a + u, zbioru 'K, sg rézne, wigc otrzymamy wzajemnie
jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy U i1 dowolnym 'K,, jezeli kazdemu elementowi u grup U
przyporzadkujemy element a + u warstwy 'K,. Zauwazmy wreszcie, ze wsrod wszystkich warstw
'K, istnieje tylko jedna warstwa bedaca podgrupa grupy G a mianowicie U. Istotnie, jezeli 'K, jest
podgrupa, to element zerowy grupy G powinien naleze¢ do 'K,; jest on zatem elementem wspolnym
dla warstwy 'K, 1 warstwy U, wobec czego 'K, pokrywa si¢ z U.
2.Przypadek grupy skonczonej G. Na mocy wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci, ktdra
istnieje miedzy kazda z warstw 'K, 1 podgrupa U, wszystkie 'K, - w przypadku gdy grupa G jest
skonczona - skladaja si¢ z jednej i tej samej ilosci elementow m, gdzie m jest rzedem grupy U.
Jezeli 1los¢ wszystkich réznych warstw wynosi j, a n jest rzedem grupy G to mamy oczywiscie n =
mj. Stad w szczegdlnosci wynika wspomniany juz przez nas wczesniej fakt (rozdz. II, § 1), a
mianowicie:
Twierdzenie Lagrange'a. Rzad kazdej podgrupy grupy skonczonej G jest dzielnikiem rzedu grupy
G. Liczbg j, tj. 1los¢ warstw lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy U nazywamy indeksem
podgrupa U w grupie G.
3.Warstwy prawostronne. Nazwiemy dwa elementy a i b réwnowaznymi (rownowazno$¢
prawostronna) wzgledem podgrupy U , jezeli prawostronna rdznica b - a = b + (-a) jest elementem
podgrupy U. Latwo przekonac sig, ze wlasnosci symetrii, przechodnio$ci 1 zwrotnos$ci dla tej relacji
sa spetnione. Istotnie, z warunku

b—-a=u,
gdzie u jest elementem grupy U, wynika warunek



a—-b=-(b-a)=-u,
a z warunkow
b-a=u,c- b=u,

dla u; 1 u, nalezacych do U wynika warunek

c —a=(c-b) + (b-a) = u;+u,.
Wreszcie element

a-a=0
nalezy do U.
Prawostronna roéwnowaznos$¢ okresla rozbicie grupy G na warstwy prawostronne, przy czym
warstwa prawostronna K', danego elementu a sktada si¢ ze wszystkich takich elementow x, dla
ktorych x - a = u jest elementem grupy U, tj. ze wszystkich elementow postaci

X-uta,
gdzie u nalezy do U.
Dla a nalezacego do U warstwa K', pokrywa si¢ z U. Przyporzadkowujac elementowi u podgrupy U
elementu ut+a warstwy K', otrzymamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy U 1
dowolng warstwa K',. W przypadku gdy podgrupa U jest skonczona, wszystkie warstwy wzgledem
tej podgrupy sa skonczone i skladajg si¢ z tej samej ilo$ci elementéw co i U. Jezeli grupa G jest
skoficzona i ma rzad n, a podgrupa U ma rzad m, to mamy podobnie jak poprzednio

n=myj,
gdzie j oznacza ilo$¢ wszystkich roznych warstw prawostronnych wzgledem podgrupy U i réwne
jest tez ilosci wszystkich roznych warstw lewostronnych wzgledem tej podgrupy.
Tak wiec indeks podgrupy U wzgledem grupy G moze by¢ okreslony zarowno jako ilosé
lewostronnych jak 1 ilo§¢ prawostronnych warstw grupy G wzgledem podgrupy U; rowny jest on
ilorazowi rzedu grupy G i rzedu podgrupy U.
4.Pokrywanie si¢ warstw lewostronnych i prawostronnych w przypadku podgrup
niezmienniczych. Zadamy sobie pytanie: W jakim przypadku dla dowolnego a grupy G zachodzi

'K.=K',
Na to oczywiscie potrzeba 1 wystarcza, aby kazdy element postaci atu byl réwny pewnemu
elementowi u'+a 1 odwrotnie, kazdy element postaci u + a byl réwny pewnemu elementowi a + u'
(przy tym zawsze w dalszym ciggu u 1 u' oznacza¢ beda elementy pod grupy U). Oba te warunki sg
réwnowazne. Istotnie pierwszy warunek oznacza, ze dla kazdego a z grupy G i u z grupy U mozna
dobra¢ takie u' z U, zeby

atu=u'+a,
tj. zeby

atu+ (-a)=u'
lub

- (-a) + U+ (-a) = U.
Poniewaz dowolny element grupy G moze by¢ przy odpowiednim doborze elementu a
przedstawiony w postaci -a, wiec pierwszy warunek oznacza po prostu ze transformacja podgrupy
U za pomocg dowolnego elementu grupy G pokrywa si¢ z U, czyli U jest podgrupa niezmienniczg
grupy G. Drugi warunek mowi, ze dla kazdego a z G 1 u z U mozna wybra¢ u' z U tak, by

uta=a-+u,
tj

-atuta=u,
czyli

-atU+a=U.
W ten sposob drugi warunek takze oznacza, ze U powinno by¢ podgrupa niezmienniczg grupy G.
Udowodnilismy zatem



Twierdzenie. Niech U bedzie podgrupa grupy G. Na to aby dla kazdego elementu a grupy G
warstwa lewostronna tego elementu wzgledem podgrupy U pokrywata si¢ z warstwg prawostronng
tego elementu wzgledem podgrupy U, potrzeba i wystarcza, aby U bylo podgrupa niezmiennicza
grupy G.
Poniewaz w przypadku gdy U jest podgrupg niezmiennicza mamy dla dowolnego elementu a grupy
G
"K=K",,

wiec mozna zamiast 'K, 1 K', pisa¢ K, = 'K, = K', 1 zbidr lin nazwa¢ po prostu warstwg elementu a
wzgledem pogrupy niezmienniczej U. W szczegdlnosci pokrywanie si¢ warstw lewostronnych i
prawostronnych ma miejsce wtedy, gdy U jest podgrupa grupy abelowej G, poniewaz wszystkie
podgrupy grupy abelowej sg niezmiennicze (rozdz. VI, § 2, ustep 2).
5.Przyklady. 1.Niech G oznacza grupe wszystkich liczb catkowitych,a UCG  niech  oznacza
grupe wszystkich liczb podzielnych bez reszty przez m. Jezeli a jest dowolng liczba
catkowita, to K, sktadu si¢ ze wszystkich liczb postaci a+mgq, gdzie q jest liczbg catkowita; beda to
wszystkie te liczby, ktore przy dzieleniu przez m dajg t¢ samg reszte co a. W ten sposob réznych
warstw bedzie tyle, ile istnieje roznych reszt przy dzieleniu przez m; tych ostatnich bedzie m,
poniewaz jako reszty przy dzieleniu przez to otrzymujemy liczby 0, 1, 2,..., m-1 1 tylko te liczby. Tak
wiec mamy nast¢pujace warstwy:
0° Warstwa wszystkich liczb dajacych przy dzieleniu przez m reszt¢ 0. Ta warstwa pokrywa si¢ z
grupg U i sktada si¢ z liczb

ey -qm, -(q -Dm, ..., -2m, -m, 0, m, 2m, ..., qm,. ,
1° Warstwa wszystkich liczb dajacych przy dzieleniu przez m reszte 1. Beda to liczby

ey -qmtl,-(g- 1) m + 1,..., -3m+l, -2m+,

-m+1, I,m+l, 2m + 1, 3m+ 1,..., qm+l,. ,
2° Warstwa wszystkich liczb dajacych przy dzieleniu przez m reszte 2. Beda to liczby

v mqm + 2,-(g-l)m + 2,... ,-3m + 2,-2m + 2, -m+ 2,2 m+2 ..., qm+ 2 ,...
(m-1)° Warstwa wszystkich liczb dajacych przy dzieleniu przez m reszt¢ m-1. Warstwa ta sktada si¢
z liczb

.-qm + (m-1), -(q-)m+(m-1),..., -3m + (m-1), -2m+(m-1), -m + (m-1), m-1, m+ (m-1),

2m + (m-1),..., gqm + (m- 1),. ..

lubi, co na jedno wychodzi, z liczb

vy -2m-1,-m-1,-1, m-1, 2m-1, 3m-1,...
2.Niech G oznacza grupe S; wszystkich permutacji trzech elementéw, a U - podgrupe rzedu 2 (co za
tym idzie, indeksu 3) sktadajaca si¢ z permutacji
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Rozktad grupy na warstwy lewostronne i prawostronne przedstawiony jest w nastepujacej tablicy:

a

Warstwy Warstwy
lewozironne prawastronne

Uz:{PD: Pz} ‘ Lr:{Pu: Pz}
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B, B 1 Py, Py}
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3.Grupa naprzemienna A, permutacji z n elementéw jest podgrupa niezmiennicza indeksu 2 grupy
S. . Dwie warstwy odpowiadajace tej podgrupie, to klasa permutacji parzystych i klasa permutacji



nieparzystych.
4.Grupa U wszystkich poslizgow prostej po sobie jest podgrupa niezmiennicza o indeksie 2 w
grupie G wszystkich izometrii wlasnych prostej. Dwiema warstwami odpowiadajacymi tej
podgrupie s3: sama ta podgrupa 1 klasa wszystkich izometrii wiasnych drugiego rodzaju.
5.Niech G oznacza grup¢ wszystkich liczb zespolonych (ze zwyklym dodawaniem jako operacja
grupowg). Niech U oznacza podgrupe wszystkich liczb rzeczywistych. Warstwami, na ktore
rozpada si¢ grupa abelowa G wzgledem swej podgrupy U, sa zbiory Kp z ktorych kazdy sktada si¢
ze wszystkich liczb zespoloych postaci

x+1if,
gdzie x 1 B sg liczbami rzeczywistymi,f} jest dane, a x przebiega wszystkie wartosci rzeczywiste.
Jezeli, jak to si¢ zazwyczaj czyni, bedziemy interpretowali liczby zespolone jako punkty
plaszczyzny , to kazda z warstw bedzie prostg rownoleglta do osi rzeczywistej (tj. osi odcietych).

§ 1.Grupa ilorazowa wzgledem danej podgrupy niezmienniczej

1.0kreslenie. Niech U bedzie podgrupa niezmienniczg pewnej danej grupy G. Rozpatrzmy zbior
tych warstw, na ktére rozpada si¢ grupa G wzgledem U Oznaczymy ten zbior przez V i pokazemy,
ze mozna w nim okresli¢ operacj¢ dodawania tak, aby V stato si¢ grupa, na ktérg da si¢
odwzorowa¢ homomorficznie grupe G. Niech v, i v, beda dwoma dowolnymi elementami zbioru V;
znaczy to, ze vi; 1 v, s3 dwiema warstwami grupy G wzgledem podgrupy niezmienniczej U.
Wybieramy z kazdej z tych warstw po jednym elemencie, a mianowicie wybieramy element x; z
warstwy v, 1 element X, z warstwy v,. Oznaczymy przez vs; warstwe, do ktérej nalezy element x; +
X, grupy G. Udowodnimy, Zze warstwa vs nie zalezy od tego, jakie elementy X; i X, wybraliSmy z
warstwy v; 1 v,. Innymi stowy udowodnimy, ze jezeli x,' jest dowolnym elementem warstwy v, , na
0go61 biorac réznym od x; a x, jest dowolnym elementem warstwy v,, takze na og6t biorac réoznym
od x,, to element x,' + x,' nalezy do tej samej warstwy vs; co 1 element x; +x.

Istotnie, dwa elementy a i b wtedy i tylko wtedy naleza do jednej warstwy wzgledem podgrupy
niezmiennicze] U, gdy ich roznica b-a nalezy do U. Rozpatrzmy r6znice

(xitX2) — (X1'X2") = X1 +H%-X0'-X1' = X H(X-x2') — X4
Poniewaz x, 1 X', nalezg do tej samej warstwy v, , wiec
X2-Xo' = W
gdzie u,, jest pewnym elementem U 1 mamy
(1) (x; + X)) — (x"11x%) = X1 + W X'

Ale U jest podgrupa niezmienniczg, wiec

X1 +Ll2:u'+X1,
Gdzie u' jest pewnym elementem grupy U. Uwzgledniajac to we wzorze (1) otrzymujemy

(X1t X2) - (X'1x5%) =u' + X - Xa.

Ale x;1 x'| naleza do tej samej warstwy v, , dlatego x;-x,' = u,, gdzie u, jest pewnym elementem
grupy U. Wobec tego
(xi+x2) - (X1 = x"2) = u'+tuy,
. (X1 +X2) - (x'1 +x%) jest pewnym elementem u =u' + u; grupy U, co nalezato okazac.
Poniewaz warstwa v; okre$lona jest w ten sposob przez podanie warstw v, 1 v,, wigc przyjmujemy

(2) V3=V t+V,
Jest to okreslenie sumy v, 1 v, dwdch warstw v; 1 v,



Tak wiec
Suma dwdch warstw v, 1 v, nazywamy warstwy 1, otrzymang na podstawie nastepujacej reguty: W
kazdej z warstw v, 1 v, wybieramy po jednym dowolnym elemencie, dodajemy te dwa elementy i
bierzemy warstwe, do ktdorej ta suma nalezy. Warstwa ta jest wtasnie warstwa vs = vy + v.
Z tego okreslenia i z tego, ze dodawanie elementow w grupie G spetnia postulat facznosci, wynika
bezposrednio, ze 1 dodawanie warstw spetia postulat tagczno$ci. Udowodnimy, ze role elementu
zerowego w okre$lonym przez nas dodawaniu warstw spetnia warstwa U, tj. ze dla dowolnej
warstwy v zachodzi rownos¢
3) v+U=U+v=w.
W tym celu wybierzmy dowolny element x z warstwy v i element 0 z warstwy U. Na mocy
okreslenia dodawania warstwa v + U jest tg warstwa, do ktorej nalezy element x + 0 = x, czyli jest
warstwg v. Doktadnie tak samo U + v jest warstwa x zawierajgcg element 0 + x=x, czyli warstwg v.
W ten sposob udowodnilismy wzor (3).
Udowodnimy wreszcie, ze dla kazdej warstwy K istnieje pewna warstwa jej przeciwna, ktérg
oznaczamy przez -K i ktora spetnia warunek
K + (-K) = -K + K=U.

W tym celu wybierzmy z warstwy K dowolny element a 1 jako warstwe - K przyjmiemy te
warstwe, do ktorej nalezy element -a. Na mocy okreslenia dodawania warstw kazda z warstw K+(-
K) i (-K) +K jest warstwa zawierajaca element a + (-a) = (-a) +a =0, czyli warstwa U.
Tak wiec okre$lone przez nas dodawanie speilnia wszystkie aksjomaty grupy. Wobec tego przy
naszej operacji dodawania zbior warstw grupy G wzgledem jej podgrupy niezmienniczej U jest
pewng grupg V. Warstwa U gra przy tym rolg elementu zerowego grupy V. Grupe V nazywamy
grupg ilorazowa grupy G wzgledem jej podgrupy niezmienniczej U.
Twierdzenie o odwzorowaniach homomorficznych. Niech, podobnie jak poprzednio, dana bedzie
grupa G 1 jej podgrupa niezmiennicza U. Przyporzadkujmy kazdemu elementowi x grupy G
okreslony element grupy ilorazowej V, mianowicie t¢ warstwe, ktora zawiera element x. W ten
sposob okreslimy pewne odwzorowani ¢ grupy G na grupe V i z okreslenia dodawania w grupie V
bezposrednio wynika, ze to odwzorowanie jest homomorfizmem.
Jakie elementy grupy G zostaja odwzorowane na element zerowy grupy V? Poniewaz elementem
zerowym grupy V jest podgrupa U, wigc oczywiscie odpowiedz na nasze pytanie brzmi:
Wszystkie elementy podgrupy niezmienniczej i tylko one zostaja przy odwzorowaniu ¢
przeksztatcone na element zerowy grupy V.
Z rozwazan z tego i poprzedniego ustepu wynika, kazda podgrupa niezmiennicza U grupy G jest
jadrem pewnego odwzorowania homomorficznego grupy G, mianowicie odwzorowania
homomorficznego grupy G na jej podgrupe¢ ilorazowa wzgledem podgrupy U. Niech dane bedzie
teraz dowolne odwzorowanie homomorficzne f jakiejkolwiek grupy A na jakakolwiek grupg B.
Niech U oznacza jadro tego homomorfizmu, Wiemy, ze U jest podgrupa niezmienniczg grupy A,
Oznaczymy przez V grupe ilorazowg grupy A wzgledem podgrupy U. Niech b bedzie dowolnym
elementem grupy B, Istnieje co najmniej jeden element a grupy A, ktéry na mocy przeksztatcenia
zostaje odwzorowany na element b:

b =f(a).
Okreslimy przeciwobraz elementu b przy przeksztalceniu f, tj. zbior wszystkich elementow x grupy
A, ktore za pomoca odwzorowania f przechodza na b. Ten przeciwobraz oznaczymy jak zwykle
przez f'(b). Zbidr f'(b) jest zatem zbiorem tych wszystkich x z grupy A, dla ktérych zachodzi
rownos¢

f(x) =D.
Niech, jak juz powiedzieliémy, a bedzie jakimkolwiek elementem ze zbioru f'(b); jezeli x jest
innym elementem zbioru f'(b) to

f(a) =b, f(x)=b, f(-a) =b, flx+(-a)] =b+(-b)=0

(zero z prawej strony oznacza element zerowy grupy B), oznacza to, ze x + (-a) jest pewnym



elementem u grupy U, tj. x = a+u jest elementem tej warstwy wzgledem podgrupy niezmienniczej
U, do ktorej nalezy element a. Odwrotnie, jezeli a i x nalezg do tej samej warstwy, to

X = atu,

flatu) =f(x)=f(a) + f(u)=f(a) + 0 =f(a)

tj a 1 X s3 odwzorowane na jeden i ten sam element grupy B, czyli innymi slowy zawarte sg w
przeciwobrazie (b).

Tak wiec przeciwobrazy f'(b) elementow grupy B sg warstwami grupy A wzgledem podgrupy
niezmienniczej U. W ten sposob ustalona jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ y miedzy
grupa B i grupa V.

Kazdemu elementowi grupy V, czyli pewnej warstwie grupy A wzgledem podgrupy niezmienniczej
U, tj. przeciwobrazowi pewnego elementu b grupy B, odpowiada wtasnie ten element b grupy B;
przy tym kazdy element b grupy B jest przyporzadkowany doktadnie jednej warstwie, tj. doktadnie
jednemu elementowi grupy V, mianowicie tej warstwie, ktora jest przeciwobrazem elementu b.
Odwzorowanie y jest homomorfizmem. Niech v; i v,, beda dwoma elementami grupy Vi

(1) Vi + Vo = Vs.

Niech a, bedzie dowolnym elementem warstwy v; a a, dowolnym elementem warstwy v, i a3 = a; +
a,. Wiemy, ze wowczas asnalezy do vs. Przyjmijmy

f(ai)=bl , f(a,) = by, f(as) = bs,
Poniewaz f jest homomorfizmem, wigc
(2) by + by=bs
Poniewaz jednak v,,v,,v; sg przeciwobrazami elementow b, b,, bs, wiec

V(i) =bi, y(v2) =bz, y(vs) =bs

tak , ze rowno$¢ (2) mozemy przepisa¢ w postaci

Y(vi) +y(v2) = y(vs)

co dowodzi, ze y jest homomorfizmem. Jako wzajemniejednoznaczne odwzorowanie
homomorficzne grupy V na grupe B przeksztatcenie v jest tez izomorfizmem.

Podsumowaniem wszystkiego co powiedzieliSmy jest nastepujace twierdzenie o homomorfizmie:
Twierdzenie. Kazde odwzorowanie homomorficzne w pewnej grupy A na inng grup¢ B ma jako
jadro pewng podgrupe niezmienniczg grupy A. Odwrotnie, kazda podgrupa niezmiennicza U grupy
A jest jadrem pewnego homomorfizmu ¢ grupy A na grupe ilorazowa V grupy A wzgledem
podgrupy U. Odwzorowanie ¢ otrzymujemy, gdy kazdemu elementowi grupy A przyporzadkujemy
jego warstwe wzgledem podgrupy niezmienniczej U. Jezeli f jest dowolnym homomorfizmem
grupy A na grup¢ B, to przeciwobrazami elementow grupy B przy tym odwzorowaniu sg warstwy
grupy A wzgledem jadra U odwzorowania f'1 grupa B jest izomorficzna z grupg ilorazowa V grupy
A wzgledem grupy U.

Tak wigc podgrupy niezmiennicze danej grupy A pokrywaja si¢ z jadrami wszystkich mozliwych
homomorfizmoéw tej grupy, a wszystkie grupy bedace homomorficznymi obrazami grupy A
pokrywaja si¢ z grupami, ktore sg izomorficzne z grupami ilorazowymi grupy A wzgledem jej
wszystkich mozliwych podgrup niezmienniczych.

Wnhniosek. Na to, aby odwzorowanie homomorficzne grupy A na grup¢ B byto izomorfizmem,
potrzeba 1 wystarcza, aby jadro tego homomorfizmu sktadato si¢ z jednego tylko elementu
zerowego grupy A.



UZUPELNIENIE
ELEMENTARNE POJECIA TEORII MNOGOSCI

Podstawowe pojecia teorii mnogosci, o ktorych bedziemy mowili w tym uzupetnieniu i ktére sa
obecnie bezustannie stosowane w matematyce, sg to przede wszystkim pojecia zbioru,
odwzorowania, rozbicia na klasy, a takze elementarne operacje na zbiorach, jak dodawanie i
mnozenie kilku (a czasem 1 nieskonczenie wielu) zbioréw.

§ 1. Pojecie zbioru

Pojgcia zbioru i odwzorowania nalezag do tych poje¢ matematycznych, ktérych nie da sig
sprowadzi¢ do poje¢ prostszych i dlatego w ogoéle ich nie definiujemy. Mozna wobec tego moéwic
jedynie o wyjasnieniu sensu tych poje¢. W zyciu codziennym, podobnie jak i w kazdych
naukowych rozwazaniach, stale postugujemy sie pojeciem zbioru; mozna moéwi¢ o zbiorze
przedmiotow znajdujacych si¢ w danym momencie w danym pokoju, o zbiorze ludzi siedzacych w
audytorium lub w sali koncertowej, o zbiorze ksigzek, z ktérych sktada si¢ dana biblioteka, o
zbiorze gwiazd Drogi Mlecznej. Mozna dalej méwi¢ o zbiorze czasteczek, zawartych w danej
objetosci danej masy, o zbiorze komorek zywego organizmu. Jesli moéwimy: stado gesi, worek
kartofli, koszyk jablek, to z matematycznego punktu widzenia mamy do czynienia ze zbiorem: ggsi,
z ktorych sktada si¢ dane stado, kartofli lub jablek, znajdujacych si¢ w worku czy koszyku.
Przytoczone przyktady sa przykiladami zbioréw skonczonych; wszystkie te zbiory, o ktorych
moéwiliSmy, sktadajg si¢ z pewnej skonczonej ilo$ci przedmiotdow, by¢ moze bardzo wielkiej (jak np.
przypadku czasteczek wody znajdujacych si¢ w danej objetosci wody), ale w kazdym przypadku
ilos¢ elementéw kazdego z tych zbiorow byla skonczona. Istniejg jednak takze zbiory
nieskonczone. Takimi sa . na przyktad: zbior wszystkich liczb naturalnych (tzn liczb catkowitych
dodatnich), zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez dany punkt (na ptaszczyznie lub w
przestrzeni), zbior wszystkich okregow przechodzacych przez dane dwa punkty ptaszczyzny i
stycznych do danej prostej itd. Teoria mnogosci poswiecona jest gldownie badaniu wlasnie zbiorow
nieskonczonych. Teoria mnogosci zastosowana do zbiorow skonczonych nazywa si¢ czasami
kombinatoryka. Jednak elementarne wlasnosci zbioréw - te, o ktérych tu bedziemy moéwili - w
wiekszosci przypadkow odnosza si¢ w rdwnej mierze zarowno do zbiorow skonczonych, jak i do
zbioréw nieskonczonych. Zwrdcimy jeszcze uwage na pewna okolicznos¢. W matematyce zupelnie
dopuszczalne jest rozpatrywanie zbioréw skladajacych si¢ tylko z jednego elementu, a takze
zbioréw, ktore w ogoble nie zawierajg zadnych elementdéw (zbiory puste).

Zatozmy, ze moéwimy ogolnie o zbiorze okrggéw przechodzacych przez kilka danych punktow.
Jezeli tych punktow jest dwa, to zbior okregdéw przechodzacych przez te punkty jest nieskonczony;
jezeli jest ich trzy, to (w przypadku gdy nie leza one na jednej prostej) I,sinieje tylko jeden
przechodzacy przez nie okrag. Innymi stowy zbior okregdéw, przechodzacy przez trzy punkty nie
lezace na jednej prostej sktada si¢ z jednego tylko elementu. Zbior okrggéow przechodzacych przez
trzy punkty lezace na jednej prostej nie zawiera ani jednego elementu, czyli jest, jak méwimy,
zbiorem pustym, poniewaz takich okrggow w ogole nie ma. Wyjasnimy te kwestie na przyktadzie z
zycia codziennego. Przypusémy, ze méwimy o zbiorze uczniéw bioracych udzial w danej lekci,
ktorych wiek zawarty jest miedzy 17 a 19 rokiem (wiacznie). Zbidr ten jest w pelni okreslony w
tym sensie, ze o kazdym z obecnych na tej lekcji uczniow mozemy za pomocg prostego pytania
rozstrzygna¢, czy nalezy on do naszego zbioru, czy nie. Niemniej jednak zawczasu wcale nie
wiemy, ilu wlasciwie ucznidow nalezy do naszego zbioru. Moze ich by¢ 10, moze by¢ 5, moze by¢
tylko 1, a moze si¢ zdarzy¢, ze w naszej klasie nie bedzie ani jednego ucznia w wieku 17-19 lat, a
wszyscy moga by¢ np. mlodsi niz, 17 lat. W ostatnim przypadku nasz zbiér bedzie zbiorem pustym,
w poprzednich - bedzie si¢ on sktadatl z 10, 51z 1 elementu.

Zbiory sktadajace si¢ z jednego elementu bedziemy spotykali w tej ksigzce bardzo czesto. Zbiorow



pustych w tej ksigzce nie bedziemy rozpatrywali, ogodlnie jednak w matematyce sa one czgsto
istotnym czynnikiem w rozwazaniach.

§ 2. Podzbiory

Rozpatrzmy zbiér A wszystkich ludzi znajdujacych si¢ w danym audytorium. Wowczas zbior
obecnych w tym audytorium mezczyzn, podobnie jak zbioér obecnych w tym audytorium kobiet, s3
przyktadami podzbiorow zbioru A. Przyktadami innych podzbioréw zbioru A sg: zbidr ludzi w
wieku ponizej 30 lat; zbior ludzi, ktorych wzrost zawarty jest miedzy 160 a 170 cm; zbidr ludzi o
wzroscie wiekszym niz 165 cm; zbior ludzi majacych dany wzrost lub dane stanowisko spoteczne
itd. Jest zupetlie zrozumiale, ze niektdre z tych zbior6w moga zawiera¢ tylko jeden element, a
niektére mora w ogodle nie zawiera¢ ani jednego elementu. Moze si¢ jednak okazaé, ze pewien z
wymienionych przez nas podzbiordw pokrywa si¢ z catym zbiorem A, na przyktad, jezeli wszystkie
obecne w audytorium osoby .sg mezczyznami lub wszystkie majg mniej niz 30 lat. Moze si¢ poza
tym zdarzy¢, ze niektore z tych podzbiorow pokrywaja sie¢ miedzy soba (na przyktad jezeli wszyscy
obecni na sali me¢zczyzni 1 tylko oni majg mniej niz 30 lat) lub ze kilka podzbioréw jednoczes$nie
pokrywa si¢ z calym zbiorem A. Ogdlne okreslenie podzbiorow jest nastepujace:

Zbidr B nazywamy podzbiorem zbioru A, jezeli kazdy element zbioru B jest zarazem elementem
zbioru A. Podzbidr zbioru A nazywa si¢ niewtasciwy, jezeli pokrywa si¢ z calym zbiorem A (innymi
stowy, zbior A jest swoim podzbiorem i nazywa si¢ podzbiorem niewlasciwym). Jezeli B jest
podzbiorem A, to moéwimy tez, Zze B jest zawarte w A, lub Ze A zawiera B, co oznaczamy symbolem
B<A lub A=B. Znak< nazywamy symbolem zawierania lub inkluzji. Zbiér pusty jest
podzbiorem kazdego zbioru.

Podamy jeszcze przyktady:

Zbiodr wszystkich liczb parzystych jest podzbiorem zbioru wszystkich liczb catkowitych, a zbior
wszystkich liczb catkowitych jest podzbiorem zbioru wszystkich liczb wymiernych.

§ 3. Dzialania na zbiorach

1.Suma zbioréw. Powrécimy do przyktadu rozpatrzonego na poczatku poprzedniego paragrafu.
Sposrod wszystkich ludzi obecnych w danym audytorium rozpatrzymy zbidor M tych ludzi, ktorzy
maja chociazby jedna z nastepujacych cech:

1.maja mniej niz 20 lat,

2.maja wigcej niz 165 cm wzrostu.

Innymi stowy, do zbioru M wejda wszyscy ludzie naszego audytorium, ktdrzy maja mniej niz 20 lat
(niezaleznie od ich wzrostu) 1 wszyscy ci, ktorych wzrost wynosi wigcej niz 165 cm (niezaleznie od
ich wieku). Zbior M nazywamy suma dwoch zbiordw: zbioru M; wszystkich obecnych w
audytorium majgcych mniej niz 20 lat 1 zbioru M,, takich, ktéorych wzrost wynosi wiecej niz 165
cm.

Ogo6lne okreslenie sumy dwoch zbiorow A 1 B jest nastepujace:

Suma zbiorow A i B nazywamy zbidr skladajacy sie¢ ze wszystkich elementow zbioru A i ze
wszystkich elementow zbioru B.

Uwaga. Z dopiero co przytoczonego przykiladu widaé, ze mozna dodawaé zbiory takze i w tym
przypadku, Jezeli istniejg elementy nalezace do obu zbiorow jednoczesnie; czesto moze si¢ zdarzyc,
ze zbiory M, 1 M», maja elementy wspolne, tj. Ze w naszym audytorium s3 ludzie, ktorzy np. maja
mniej niz 20 lat, a ktorych wzrost wynosi wigcej niz 165 cm. Zaznaczymy jeszcze w szczegdlnosci,
ze jezeli zbidr B jest podzbiorem zbioru A, to suma zbiorow B i A pokrywa si¢ ze zbiorem A. Na
przyktad, jezeli zbior A sktada si¢ ze wszystkich obecnych w audytorium, ktérzy maja mniej niz 30
lat, a zbior B z tych obecnych, ktérzy maja mniej niz 20 lat, to suma zbiorow A iB jest oczywiscie
zbiorem A.

Analogicznie okreslamy sume trzech, czterech i wigkszej ilosci zbioréw. Mozna tez okresli¢ sume
nieskonczonej ilosci zbiorow. Ogolne okreslenie jest nastepujace:



Niech dana bedzie pewna skonczona lub nieskonczona rodzina zbiorow. Sumg zbiorow danej
rodziny nazywamy zbidr wszystkich elementdéw, ktore naleza co najmniej do jednego ze zbiorow tej
rodziny. Niech np. Ax bedzie zbiorem wszystkich k-katow foremnych na ptaszczyznie (k = 3, 4,
5, . ... W ten sposéb A; jest zbiorem wszystkich trojkatow rownobocznych, A, -zbiorem
wszystkich kwadratéw itd. Zbioér wszystkich foremnych wielokatéw jest suma zbiorow As , A4,
As,... Ax ...

Oznaczymy przez By, k = 3, 4, 5, .... , zbioér wszystkich wielokatow foremnych, ktorych liczba
bokow nie przewyzsza k. Wowczas By jest sumg zbioréw B;,B4,Bs..., Bii, By 1 zbidr wszystkich
wielokatow foremnych jest suma wszystkich zbiorow Bk, k=3,4,5, .. ..

Oczywiscie, A; = B; 1 zachodzi

BB cBc.B cBh+lc.

2.Iloczyn zbioréw. Niech M, bedzie zbiorem wszystkich obecnych w audytorium, ktorych wiek
wynosi mniej niz 20 lat, a M, - zbiorem tych sposrdd obecnych, ktérych wzrost wynosi wigcej niz
165 cm. Iloczynem dwoch zbiorow M, i M, bedziemy nazywali zbiér elementdw, ktore naleza 1 do
zbioru M, 1 do zbioru M,, tj. w naszym przykladzie zbior wszystkich obecnych, ktorych wiek
wynosi mniej niz 20 lat 1 ktorych wzrost jednocze$nie wynosi wigcej niz 165 cm. Oczywiscie, zbior
ten moze by¢ zbiorem pustym. W ogoéle iloczynem danej (skonczonej lub nieskonczonej) rodziny
zbiorow nazywamy zbidr, sktadajacy si¢ z tych elementdw, ktére naleza jednocze$nie do wszyst
kich zbioréw danej rodziny.

Zauwazmy, ze jezeli B< A, to iloczyn zbiorow A i B pokrywa si¢ ze zbiorem B.

Cwiczenie. Umowimy sie, ze przez trojkat bedziemy rozumieli zbior wszystkich punktow lezacych
wewnatrz tego trojkata. Udowodnié, ze suma wszystkich trojkatéw rownobocznych wpisanych w
okreg o srodku 0 1 promieniu 1 jest zbiorem wszystkich punktéw lezacych wewnatrz tego okregu, a
iloczyn tych trojkatow jest zbiorem punktow lezacych wewnatrz okrggu o $rodku O i promieniu
1/3.

Sformutowa¢ 1 rozwigza¢ analogiczne zadanie dla kwadratéw wpisanych w okrgg 1 innych
wielokatow foremnych, a takze dla wielokatéw foremnych opisanych na okregu.

§ 4. Odwzorowania, czyli funkcje

Zaldzmy, ze pewna ilo$¢ ludzi wybrala si¢, przypusémy, do teatru. Przy wejsciu ludzie ci rozebrali
si¢ 1 otrzymali z szatni numerki na plaszcze. Co w tym znanym kazdemu zjawisku jest
interesujagcego z punktu widzenia matematycznego? Interesuje nas tu fakt, ktory mozemy
sformutowac w sposob nastepujacy:

Kazdemu widzowi odpowiada (lub: jest przyporzadkowany) pewien przedmiot, mianowicie ten
numer, ktory otrzymal on w szatni. Jezeli kazdemu elementowi a pewnego zbioru A
przyporzadkowany jest w dowolny sposob pewien okre§lony element b zbioru B, to moéwimy, ze
mamy do czynienia z odwzorowaniem zbioru A w zbidr B, lub inaczej, ze mamy do czynienia z
funkcja, ktorej argumenty przebiegaja zbidr A, a wartosci naleza do zbioru B. Aby zaznaczy¢, ze
danemu elementowi a zbioru A przyporzadkowany jest element b zbioru B, piszemy b = f(a) 1
mowimy, ze b jest obrazem elementu a przy odwzorowaniu f (lub ze b jest wartoscig funkcji f dla
argumentu a). Moga tu zachodzi¢ rézne przypadki, ktore zaraz rozpatrzymy. Moze si¢ zdarzy¢, ze
na dany spektakl rozsprzedane sg wszystkie bilety. Woéwczas w szatni zazwyczaj nie zostaje ani
jedno wolne miejsce; nie tylko kazdy widz otrzymal numerek, ale i wszystkie numerki beda
rozdane migdzy widzow. Ten przypadek w ogélnym matematycznym sformutowaniu mozemy
scharakteryzowaé nastgpujaco: kazdemu elementowi a zbioru A przyporzadkowany jest element b
zbioru B, przy czym kazdy element zbioru B jest przyporzadkowany co najmniej jednemu
elementowi zbioru A (podkreslone stowa wyrazaja w odniesieniu do naszego przyktadu wtasnie to,
ze wszystkie numerki zostaly rozdane).

W tym przypadku méwimy, ze mamy do czynienia z odwzorowaniem zbioru A na zbior B.



Dlaczego moéowimy: kazdy element zbioru B jest przyporzadkowany co najmniej jednemu
elementowi zbioru A?

Dlatego, ze moze si¢ zdarzy¢, ze kilku ré6znym elementom zbioru A zostanie przyporzadkowany
jeden i ten sam element zbioru B. W naszym szczegdlnym przypadku oznacza to, ze kilku ludzi
powiesito swoje plaszcze na jednym i tym samym wieszaku i otrzymato jeden i ten sam numerek.
Najwazniejszym przypadkiem odwzorowania jest przypadek odwzorowania jednego zbioru na
drugi. Ogo6lny przypadek odwzorowania jednego zbioru w drugi tatwo do tego przypadku
sprowadzi¢. Istotnie, niech dane bedzie pewne odwzorowanie f zbioru A w zbiér B; zbior tych
elementdw zbioru B, ktore s3 przyporzadkowane chociazby jednemu elementowi zbioru A
nazywamy obrazem zbioru A przy odwzorowaniu f i oznaczamy przez ,f(A). Oczywiscie, ze
odwzorowanie f jest odwzorowaniem zbioru A na zbior f(A).

Ta uwaga pozwala nam w dalszym ciggu ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania tylko odwzorowania
jednych zbioréw na drugie.

W naszym przykladzie z teatrem A jest zbiorem wszystkich widzow, ktorzy przybyli na dany
spektakl, a f(A) jest zbiorem wszystkich zajetych numerkow w szatni .Okreslenie. Niech dane
bedzie odwzorowanie f zbioru A na zbidér B. Niech b bedzie dowolnym elementem zbioru B.
Przeciwobrazem elementu b przy odwzorowaniu f nazywamy zbior wszystkich tych elementow
zbioru A, ktorym przy odwzorowaniu f przyporzadkowany jest element b. Zbidr ten oznaczamy
przez £(b).

W rozwazanym przykladzie b moze by¢ dowolnym z numerkow w szatni; przeciwobrazem
elementu b jest zbior tych wszystkich widzow, ktorzy powiesili swoje okrycia wlasnie na wieszaku
o numerze b.

Rozpatrzmy teraz przypadek, kiedy na kazdy wieszak przypada tylko jedno palto, tj. kiedy
przeciwobraz f'(b) kazdego elementu b zbioru B sktada si¢ z jednego tylko elementu zbioru A. W
tym przypadku odwzorowanie zbioru A na zbiér B nazywa si¢ wzajemnie jednoznaczne.

Podamy jeszcze jeden przyktad ilustrujacy pojecie odwzorowania wzajemnie jednoznacznego.
Wyobrazmy sobie oddziat kawalerii. Kazdy jezdziec siedzi na jednym koniu i na kazdym koniu
siedzi jeden jezdziec. W ten sposdb ustalone zostalo wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru
wszystkich jezdzcow na zbidr wszystkich koni (danego oddziatu), a takze wzajemne jednoznaczne
odwzorowanie zbioru wszystkich koni na zbidr wszystkich jezdZzcow (mowa jest caly czas o
jezdzcach 1 koniach danego oddziatu). Ten przyklad pokazuje, Zze odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne zbioru A na zbidr B wyznacza takze odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru
B na zbior A; przeciez jezeli kazdy ze zbiorow f'(b), gdzie b jest dowolnym elementem B, sktada
sie z jednego tylko elementu a, to odwzorowanie f~' zbioru B na zbior A otrzymujemy
przyporzadkowujgc kazdemu elementowi b zbioru B element a = f-'(b) zbioru A. Odwzorowanie '
nazywa si¢ odwzorowaniem odwrotnym do odwzorowania f. Tak wigc przy odwzorowaniu
wzajemnie jednoznacznym zbioru A na zbidr, B kazdy element a zbioru A taczymy w parg z
pewnym elementem f(a), przy czym okazuje si¢, ze kazdy element b zbioru B jest polaczony w parg
z dokladnie jednym elementem a zbioru A. Przyporzadkowujac kazdemu elementowi b zbioru B
tworzacy razem z nim par¢ element a zbioru A otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne
odwzorowanie ! zbioru B na zbior A, odwrotne do odwzorowania f.

W ten sposob przy odwzorowaniu wzajemnie jednoznacznym zbioru A na zbidér B oba te zbiory
maja niejako jednakowe prawa (poniewaz kazdy jest we wzajemnie jednoznaczny sposob
odwzorowany na drugi). Aby to rownouprawnienie podkresli¢, méwimy czesto o odpowiedniosci
wzajemnie jednoznacznej miedzy dwoma zbiorami, rozumiejac przez to oba wzajemnie
jednoznaczne 1 wzajemnie odwrotne odwzorowanie kazdego ze zbiorow na drugi.

§ 5. Rozbicie zbioru na podzbiory
1.Zbiory zbioréw. Mozemy rozpatrywac zbiory skladajace si¢ z przerdznych elementow. W

szczegdlno$ci mozemy rozpatrywac zbiory zbiorow, tj. zbiory, ktorych elementami sg zbiory.
Spotkalismy si¢ z tym juz, gdy wprowadziliSmy okreslenie sumy i iloczynu zbiordéw; przeciez



moéwilismy tam o sumie i iloczynie pewnej (skonczonej lub nieskonczonej) rodziny zbioréw, tj.
wlasnie o zbiorze zbioréw. Do przytoczonych tam przyktadow dodamy jeszcze kilka przyktadow
wzigtych z zycia codziennego. Zbiorem zbiordow jest na przyklad zbior wszystkich moskiewskich
klubow sportowych (jezeli kazdy klub sportowy uwaza¢ za zbior nalezacych do niego sportowcow);
zbior wszystkich towarzystw naukowych danego miasta lub danego kraju, zbidr wszystkich
zwigzkow zawodowych, zbior wszystkich jednostek wojskowych (dywizji, putkdéw, batalionow,
kompanii, plutonéw etc.) danej armii — s3 takze przykladami rodzin zbiorow. Przyktady te
pokazuja, ze zbiory, bedace elementami danej rodziny zbioréw, mogg mie¢ w jednych przypadkach
wspolne elementy, w innych mogag by¢ miedzy soba roztaczne, nie mie¢ wspdlnych elementow. Tak
na przyktad zbior wszystkich zwigzkéw zawodowych ZSRR jest rodzing zbioréw parami
roztacznych, poniewaz obywatel Rosji nie moze by¢ jednoczes$nie cztonkiem dwoch zwigzkow
zawodowych. Z drugiej strony zbidr wszystkich jednostek dowolnej armii jest przyktadem rodziny
zbioréw, ktorych pewne elementy sa podzbiorami innych elementdéw, poniewaz kazda kompania
jest podzbiorem pewnego putku, a kazdy pulk jest podzbiorem pewnej dywizji itd. Zbior
wszystkich klubéw sportowych danego miasta sktada si¢, ogdlnie biorgc, ze zbioréw majacych
wspolne elementy, poniewaz jeden 1 ten sam cztowiek moze naleze¢ do kilku klubéw (na przyktad
do klubu ptywackiego i do klubu siatkarskiego lub tyzwiarskiego).

2. Rozbicie na klasy. Bardzo wazng klas¢ rodzin zbioréw otrzymamy, jezeli bedziemy rozpatrywali
wszystkie mozliwe podziaty danego zbioru na zbiory parami roztgczne. Innymi stowy, niech dany
bedzie zbior M przedstawiony w postaci sumy parami roztgcznych podzbioréw (w ilosci
skonczonej lub nieskonczonej). Te podzbiory (zbiory bedace sktadnikami naszej sumy) sa
elementami pewnego rozbicia zbioru M.

Przyklad 1. Niech M bedzie zbiorem uczniéw dowolnej szkoty; szkota jest podzielona na klasy,
ktore oczywiscie tworzg parami roztgczne podzbiory dajace w sumie zbior M.

Przyklad 2. M jest zbiorem wszystkich ucznidow moskiewskich szkot §rednich. Zbior M mozna
podzieli¢ na parami roztgczne podzbiory na przyktad na dwa nastepujgce sposoby: 1. zaliczamy do
jednego podzbioru wszystkich uczniow jednej i tej samej szkoty (tj. rozbijamy nasz zbidr wedlug
szkot); 2.zaliczamy do jednego podzbioru wszystkich uczniow jednej i tej samej klasy (choc¢by i z
réznych szkot).

Przyklad 3. Niech M bedzie zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny; obierzmy na tej
ptaszczyznie dowolng prostg g i podzielmy te ptaszczyzng na proste roéwnolegle do prostej g. Zbiory
punktow kazdej z tych prostych sg wlasnie tymi podzbiorami, na ktoére podzieili§my zbiér M.
Uwaga 1. Czytelnicy, ktorzy wiedza co to jest uktad wspoirzednych, moga sobie wyobrazi¢ g jako
jedng z osi wspdtrzednych (np. o$ rzednych) tego uktadu.

Uwaga 2. Jezeli dany zbior M jest podzielony na sumg¢ parami roztgcznych podzbioréw, to mowimy
dla krotkosci o rozbiciu zbioru M na klasy.

Twierdzenie 1. Niech dane bedzie odwzorowanie f zbioru A na zbiér B. Przeciwobrazy .f'(b)
wszystkich mozliwych elementow b zbioru B tworzg rozbicie zbioru A na klasy. Zbiér tych klas
znajduje si¢ w odpowiednosci wzajemnie jednoznacznej ze zbiorem B.

Twierdzenie to jest wlasciwie oczywiste; kazdemu elementowi a zbioru A odpowiada na mocy
odwzorowania f dokladnie jeden element b=f(a) zbioru B, tak Ze a nalezy do jednego tylko
przeciwobrazu f'(b) Stad wiasnie wynika, ze przeciwobrazy elementéw b po pierwsze — dajg w
sumie caly zbior A, a po drugie — sa parami rozlaczne. Zbidr tych klas znajduje si¢ w
odpowiednio$ci wzajemnie jednoznacznej ze zbiorem B: kazdemu elementowi b zbioru B
odpowiada klasa f'(b) i kazdej klasie f'(b) odpowiada element b zbioru B.

Twierdzenie 2. Niech dane bedzie rozbicie zbioru A na klasy. Rozbicie to generuje odwzorowanie
zbioru A na pewien zbiér B, mianowicie na zbidr wszystkich klas danego rozbicia. Odwzorowanie
to otrzymujemy przyporzadkowujac kazdemu elementowi zbioru A t¢ klase, do ktérej on nalezy.
Dowdd twierdzenia zawiera si¢ juz w jego sformutowaniu.

Przyktad. Juz przez to, Zze moskiewscy uczniowie rozdzieleni sg wedlug szkol, zostato ustalone
odwzorowanie zbioru A wszystkich ucznidow na zbior B wszystkich szkol; kazdemu uczniowi
przyporzadkowana jest ta szkota, do ktorej uczeszcza.



Pomimo oczywisto$ci naszych dwoch twierdzen fakty, ktore z nich wynikaja, nie od razu otrzymaty
w matematyce jasne sformulowanie; otrzymawszy jednak to sformutowanie nabraty od razu duzej
wagi w logicznej budowie réznych dyscyplin matematycznych, a przede wszystkim algebry.
3.Relacja rownowaznosci. Niech dane bedzie rozbicie zbioru M na klasy. Wprowadzimy
nastgpujace okreslenie:
Dwa elementy zbioru M nazwiemy roéwnowaznymi wzgledem danego rozbicia zbioru M na klasy,
jezeli naleza one do jednej i tej samej klasy. W ten sposdb, jezeli rozbijemy uczniéw moskiewskich
wedhug szkoél, to dwoch ucznidw bedziemy nazywali rownowaznymi, jezeli beda oni uczeszczali do
jednej 1 tej samej szkoty (chociazby do r6znych klas). Jezeli natomiast rozbijemy uczniow wedlug
klas, to dwoch ucznidow nazwiemy réwnowaznymi, jezeli bedg oni uczeszczali do jednej i tej same;j
klasy (cho¢by 1 w roznych szkolach). Wyzej okreslona relacja rownowaznosci spetnia oczywiscie
nastepujace warunki:
Wiasno$¢ symetrii. Jezeli a jest rownowazne b, to takze b jest rownowazne a.
Wiasnos¢ przechodniosci. Jezeli a jest rOownowazne b oraz b jest rOwnowazne c, to a jest
rownowazne c (dwa elementy (a i ¢) rOwnowazne trzeciemu (b) sa rownowazne mi¢dzy soba).
Wreszcie, kazdy element uwazamy za réwnowazny samemu sobie; ta wlasno$¢ relacji
réwnowaznosci nazywa si¢ zwrotnos$cia.
Tak wiec kazde rozbicie danego zbioru na klasy okresla pewng relacj¢ réwnowaznosci migdzy
elementami tego zbioru, spetniajaca wlasnosci symetrii, przechodnio$ci i zwrotnosci.
Zalézmy teraz, ze udato si¢ nam w jakikolwiek sposéb ustali¢ pewne kryterium pozwalajagce nam
méwic¢ o pewnych parach elementéw zbioru M jako o parach elementéw réwnowaznych. Przy tym
od rownowaznos$ci tej wymagamy tylko, aby miata ona wlasnosci symetrii, przechodnio$ci 1
zwrotnosci. Udowodnimy, Ze ta relacja rownowaznos$ci okres§la pewne rozbicie zbioru M na klasy.
W istocie, nazwijmy klasg K, danego elementu a zbioru M zbidér wszystkich elementow
rownowaznych elementowi a. Na mocy tego, ze nasza relacja rownowazno$ci z zatozenia jest
zwrotna, kazdy element a nalezy do swojej klasy. Udowodnimy, ze jezeli dwie klasy maja
chociazby jeden element wspolny, to sa one identyczne (tj. kazdy element jednej klasy jest zarazem
elementem drugiej). W istocie, niech klasy K, 1 K, majag wspolny element c. Oznaczajac
réwnowaznos¢ dwoch dowolnych elementow x 1 y symbolem x ~ y mamy wedlug okreslenia klas
a~c,b~c.
Zatem na mocy symetrii mamy c~b i na mocy przechodniosci

(1) a~b
Niech y bedzie dowolnym elementem klasy K,. Mamy

b~y
czyli na mocy przechodnios$ci (1)
a~y,
tzn. y jest elementem klasy K.
Niech teraz x bedzie dowolnym elementem klasy K, Mamy

a~x
1 na mocy symetrii
X~ a,
a na mocy (1) i przechodnio$ci
X~b.
Na mocy symetrii
b ~x,

tzn. x nalezy do klasy K,

W ten sposob dwie klasy K, i K, majace wspdlny element c rzeczywiscie pokrywaja si¢ ze sobg.
Udowodnilismy, ze rézne klasy K, tworza uktad wzajemnie roztacznych podzbiorow zbioru M.
Klasy te w sumie daja caty zbior M, poniewaz kazdy element zbioru M nalezy do swojej klasy.
Powtorzmy jeszcze raz rezultaty tego ustepu faczac je w nastepujace



Twierdzenie 3. Kazde rozbicie na klasy dowolnego zbioru M okresla pewna relacje rdwnowaznos$ci
migdzy elementami tego zbioru majaca wlasnoSci symetrii, przechodnio$ci 1 zwrotnosci.
Odwrotnie, kazda relacja rownowazno$ci migdzy elementami zbioru M spelniajaca, wlasnosci
symetrii, przechodnio$ci 1 zwrotno$ci, okresla pewne rozbicie zbioru M na klasy elementow
réwnowaznych,



