MATHEMATICA

Wprowadzenle do Teorll Liczh



[. Rompozycje i Partycje

Rozwazmy problem dotyczacy liczby sposobdéw w jaki liczba moze by¢ zapisana jako suma. Jesli
kolejno$¢ warunkéw w sumie jest brana pod uwage, suma jest nazywana kompozycjg a liczba
kompozycji n jest oznaczana jako c(n). jesli kolejno§¢ warunkéw nie jest brana pod uwage suma
jest partycjg a liczba partycji n jest oznaczana przez p(n). Zatem, kompozycja z 3 to

3=3;3=1+2;3=2+1;i 3=1+1+1;
tak wiec ¢(3) =4.
Partycja z 3 to

3=3;3=2+1;i3=1+1+1;
tak wiec p(3) =3

Istniejg trzy metody uzyskiwania wynikow na kompozycje i partycje. Po pierwsze, przez czysto
kombinatoryczne argumenty, po drugie przez argumenty algebraiczne z generowaniem serii i w
koncu dziatania analityczne na wygenerowanej serii. Omoéwimy pierwsze z dwoch tych metod
Najpierw rozwazmy kompozycje, poniewaz sg tatwiejsze w obstudze niz partycje. Funkcje c(n)
mozna tatwo okresli¢ w nastgpujacy sposob. Rozwazmy n zapisane jako sum¢ jedynek. Mamy n-1
przestrzeni miedzy nimi a w kazdej przestrzeni mozemy wstawi¢ uko$nik,otzrymujgc 2!
mozliwosci odpowiadajgce 2™! kompozycji z n. Na przyktad

3=11153=1=11;3=11=1;3=1=1=1
Zilustrujemy to metodg algebraiczng w tym raczej trywialnym przypadku jaki rozpatrujemy
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Latwo zweryfikowaé ,ze
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Bardziej interesujace jest okreslenie liczby kompozycji c*(n) w czesci nieparzystej. Tu mamy
podejscie algebraiczne
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Przez krzyzowe pomnozenie ostatnich dwoch wyrazen zobaczymy ,ze

Fnt2=Fn+Fn+1; FO=1;F1=1
Zatem F'y sg to tak zwane liczby Fibonacciego
1;1;2;3;5;8;13;...
Funkcja generujaca daje dwa wyrazne wyrazenia dla tych liczb. Pierwsze przez "cze$ciowe

frakcjonowanie"  x/1-x-x* , rozwijajac kazdy warunek jako szereg potegowy i pordwnujgc
wspotczynniki, uzyskujemy
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Inne wyrazenie dla Fn uzyskuje si¢ przez zaobserwowanie ,ze
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Poréwnujac wspotczynniki uzyskamy

me () () ()

Mozna rozwazy¢ problem wnioskowania tej formuty poprzez argumenty kombinatoryczne.

Przypusémy ,ze oznaczmy prze a(n) liczbg kompozycji n ze wszystkich sktadnikow , co najwyzej 2,
a przez b(n) liczbe¢ kompozycji z n ze wszystkimi sktadnikami, przynajmniej 2. Ciekawy wynik jest
taki ,ze a(n) = b(n+2). Udowodni¢ ten wynik i zasugeruj¢ problem znajdowania uzasadnionego
uogolnienia.

Najpierw zwr6é¢ uwage ,ze a(n) = a(n-1)+a(n-2).Wynika to z faktu ,ze kazda dopuszczalna
kompozycja konczy si¢ w 1 lub 2. Usuwajac ten ostatni sktadnik, uzyskamy dopuszczalne
kompozycje z n-1 1 n-2, odpowiednio. Poniewaz a(l) = 1 a a(2) = 2, wynika stad ,ze a(n) = F, .
Funkcja b(n) spelnia ta samg formul¢ rekurencyjng. Faktycznie, jesli ostatni sktadnik w
dopuszczalnej kompozycji z n to 2, usuwajac go uzyskujemy dopuszczalng kompozycje z n-2; jesli
ostatni sktadnik jest wiekszy niz 2, redukujemy go o 1 uzyskujemy dopuszczalng kompozycj¢ z n-1.
Poniewaz b(2) = b(3) = 1, wynika z tego ,ze b(n) = F,, wigc a(n) = F, =b(n+2). Ciekawym
pomystme dla kompozycji jest waga kompozycji. Przypusémy ,ze przydzieliliSmy kazdej



kompozycji liczbe nazwang waga, ktoéra jest iloczynem sktadnikéw. Okreslimy sume wag w(n)
kompozycji z n. Funkcja generujgca w(n) to
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n=1 m=1
Z tego widzimy ,ze w(n) = 3w(n-1) — w (n-2).

Wrdéémy teraz do partycji. Nie ma prostej, jasnej formuty dla p(n). Naszym gltéwnym celem bedzie
udowodnienie fomuly rekurencyjne;j

pn)=pn—1)+pn—2)—pln—5)—p(n—T)+p(n—12) +p(n —15) 4 - --

odkrytej przez Eulera. Algebraiczne podejscie do teorii partycji zalezy od manipulacji
algebraicznych z funkcja generujaca

— 1
2P = A

1 powigzanych funckji dla ograniczenia partycji. Podejscie kombinatoryczne zalezy od
zastosowania diagramu partycji Ferrera. Na przyklad diagram partycji Ferreradla 7= 4 +2 + 1
wyglada tak

Uzyteczne jest tu pojecie sprzezenia partycji. Uzyskuje si¢ to przez odzwierciedlenie na diagramie
'inia schodzacej z gornego lewego rogu pod katem 45°. Na przyktad partycje

sg sprzezone jedna z druga. Koresponduje to niemal natychmiast z ponizszymi twierdzeniami:
Liczba partycji z n dzielona na m czesci jest rowna liczbie partycji z n dzielonej na czesci, z ktorej
najwiekszq jest m

Liczba partycji z n dzielona na wiecej niz m m czesci jest rowna liczbie partycji z n dzieloneja
czesci nie przekraczajgce m

Nieco innej natury jest to : Liczba partycju z n dzielona na nieparzyste czesci jest rowna liczbie
partycji z n dzielonej na odrgbne cz¢éci. Podam do tego dowdd algebraiczny. Skorzystamy raczej z
oczywistych funkcji generujacych dla wymaganych partycji, a wynik pokaze co$ takiego
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Mnozenie krzyzowe daje wynik intuicyjny
Teraz przejdziemy do wazniejeszego twierdzenia ze wzgledu na Eulera:

1-—z)(1-zH(1—-2¥) - =1—at —2? 25 42" — 22 -2 ...

gdzie wyktadniki sg liczbami w postaci % k(3K + 1}.Najpierw odnotujmy ,ze

(1-z)(1—2?)(1—2%) - =) ((E(n)— O(n))z"

gdzie E(n) jest liczbg partycji z n dzielong na parzysta liczb¢ odrebnych czesci a O(n) liczba
partycji z n dzielong na nieparzysta liczbe odrgbnych czgsci. Sprobujemy ustali¢ wzajemnie
jednoznaczg zgodno$¢ miedzy partycjami tych dwoch rozwazanych rodzajow. Taka zgodnos¢ nie
moze by¢ dokladna, gdyz taka dokladnos¢ rpwadzi do stwioerdzenia ,z¢ E(n) = O(n). Wezmy
wykres przedstawiajacy partycje z n dzielong na dowolng liczbe nieréwnych czgsci. Zacznijmy od
nizjnizszej lini AB u dotu wykresu.Od C, najbardziej wysunigtego na pdtnocny wschod wezta
rysujemy najdtuzsza poludniowo-zachodnig lini¢ dostgpng na wykresie. Moze ona zawiera¢ tylko
jeden wezet. Linia CDE jest nazywana skrzydtem grafu
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Zazwycza] mozemy przenie$¢ baze do pozycji w nowym skrzydle (rownolegle i na prawo od
"starego" skrzydta) Czasami mozemy przeprowadzi¢ operacj¢ odwrotng (przeniesienie skrzydla
ponad bazg , ponizej starej bazy) Kiedy opisane dziatanie lub jej konwersja jest mozliwa, prowadzi
to z partycji z nieparzystg liczba czesci do parzystej liczby czesci lub odwrotnie. Zatem, generalnie
E(n) = O(n). Jednak dwie sprawy wymagaja specjalnej uwagi. Sa one przedstawione na wykresach
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W tych przypadkach n ma postaé
: 1 2 .
k+(k+1)+---+ (2k— 1) = 5(3K* — k)

[I:+1}+[k+2}+---+{2k}:%[3k2+k}

W obu tych przypadkach jest ponad jedna partycja dzielona na parzysta liczbe czesci, lub jedna



dzielona na nieparzysta liczbe, w zaleznos$ci czy k jest parzyste lub nieparzyste. Stad E(n) — O(n) =

0, chybaze,, _ L3k +Ek) kiedy E(n) — O(n) = (-1). Daje nam to twierdzenie Eulera
Teraz z
n 2 5 7 12
ZP[”J‘I l-z—z"4+z"+z' —z"—-+)=1

otrzymujemy relacje rekurencyjng dla p(n) ,mianowicie

pin)=pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn—T)+p(n—12) +---

[I. Punkeje Arygtmetyezng

Kolejnym tematem jakim si¢ zajmiemy sg funkcje arytmetyczne. Stanowig one gltowne obiekty
zainteresowania w teorii liczb. Zajmiemy si¢ teraz nast¢pujacymi funkcjami

?r{n.} = Z 1 Liczba liczb pierwszych nie przekraczajgcych n
p<n

win) = Z 1 Liczba roznych liczb pierwszych stopnia n
p|n

Qn) = Z 1 Liczba liczb pierwszych o wspdtczynniku moc n
p'n

T(n) = Z 1 Liczba dzielnikéw liczby n
d|n

a(n) = Z d Surma dzielnikow liczby n
d|n

wln) = Z 1 Funlkcja totient Eulera

fa,ni=1

l<a<n

Funkcja Eulera (tocjent) zlicza liczbe liczb catkowitych < n i wzglednie pierwszych dla n. Tu
skupimy si¢ szczegolnie na funkcjach t (n), o(n) i (n). Maja one wazng wiasciwos¢, taka ,ze jesli

n=aband (a; b)=1
wtedy
f(ab) = f(a)f(b)

Dowolna funkcja spelniajagca ten warunek jest nazywana stabo multiplikatywna lub po prostu
multiplikatywna



Uogolnienie 1(n) 1 o(n) jest zapewnione przez

ow(n) = > _ a* suma k-tych poteg dzielnika liczby n

d|

poniewaz 0y(n) = 1(n) and o,(n) = o(n).

Funkcja ¢ réwniez moze by¢ uogolniona w podobny sposob. Rozwazymy to uogolnienie pozniej ze
wzgledu na Jordana, k(n) = liczba k-krotnosci < n ktorych g.c.d jest wzglenie pierwsza liczba z n.
Wyprowadzimy kilka elementarnych wtasciwosci z nich 1 blisko powigzanych funkcji 1 okreslimy
kilka specjalnych rozwigzanych i nierozwigzanych probleméw zwigzanych z nimi. Omowimy
twierdzenie, ktora podaje jednolite podejscie do tych funkcji 1 ujawnia nieoczekiwane polaczenia
miedzy nimi. P6Zniej oméwimy waznos¢ tych funkcji. Funkcje w(n), Q(n) ,a w szczego6lnosci n(n)
sg innej natury i zwrocimy na nie szczegdlng uwage.

Przypusé¢my ze mamy rozklad na czynniki potggowe liczb piewszych z n tak podane

n = p‘f"pf@“ . ,pi‘* lub krécej n = Hpa
Zauwaz ,ze 1 nie jest liczba pierwsza i uwazamy za rzecz oczywista dajac si¢ udowdni¢ ,ze

niezaleznie od celu, rozktad jest unikalny. W zakresie tym rozktad funkcji ox(n) 1 ¢(n) sg tatwe do
okeslenia. Nie trudno zauwazy¢ ,ze warunkami rozwinigcia iloczynu

[+ 5" +p% e+ %)
p|n

sg akurat dzielniki z n podniesione do potegi k-tej. Stad mamy pozadane rozwinigcie dla oy (n) W
szczegoOlnosci

T(n) = ap(n) = H(a +1)

o(n) =oy(n) = [[a+p+p* +--+57) =[]

np. 60 = 2% * 3! * 51,

T(60) = (2+ 1)(1+1)(1+1)=3-2-2=12,

o(60) = (1+2+2%)(1+3)(1+5)=T-4-6 = 168,

Wzory te ujawniajg multiplikatywng nature o (n). Dla uzyskania jasnego wzoru dla ¢(n) mozemy
skorzysta¢ z dobrze znanych kombinatorycznej zasady

Zasada wlaczania i wylgczania
Niech bedzie dane N obiektow z ktorych kazdy moze ale nie musi posiada¢ dowolne
charakterystyki



niech N(A,A;...) bedzie liczba obiektow majacych charakterystyki Aj, A;, .. 1 mozliwe inne wtedy
liczba obiektow ktore nie majg zadnej z tych wlasciwosci to

N—> N(A)+Y N(A,A)— > N(AyAj Ap) +--
i< i< i<k
gdzie sumowanie rozcigga si¢ na wszystkie kombinacje indekséw 1,2,..., n w grupach po jeden
,dwa ,trzy itd 1 wystepuja znaki warunkow. Liczba catkowita bedzie wzglednie pierwsza z n tylko
jesli nie jest podzielna przez zaden z czynnikdéw pierwszych z n. Niech AA,,...As ozanczaja
podzielnos$¢ przez pi,p.....ps, odpowiednio Wtedy zgodnie z zasadg kombinatoryki

T n "
?['HJ:”_ZE_;PiPJ'_ 2 pipjpk+

i ici<k

To wyrazenie moze by¢ roztozone na czynnik do postaci

np.

_ 1 1 1 1 2 4
p(60)=60(1— 1— = l1—=-)=60-—--—- — =16
#(60) ( 2)( 3)( 5) 2 3 5

Podobny argument pokazuje ,ze

! 1
or(n) = n® H (1 — P_}”>
p|n

Wzor dla ¢(n) moze by¢ rowniez zapisany w postaci

gdzie p(d) pobiera wartosci 0,1,-1. W rzeczywistosci, p(d) = 0 jesli d ma wspdiczynnik
kwadratowy, w(l) =1 a wpipz2...ps) = (-1)°’. Funkcja ta odgrywa niespodziewanie istotng role w
teorii liczb. Nasza defincja p(n) ujawnia jej multiplikatywng nature, ale nadal wydaje si¢ raczej
sztuczna. Ma jednak kilka bardzo waznych wiasciwosci ktore moga by¢ uzyte jak definicje
alternatywne.Udowodnimy najwazniejszgz nich a mianowicie

| 1 jeslin=1,
Z#Ld} = ,
an 0 jeslin # 1.

Poniewaz p(d) = 0 jesli d zawiera wspotczynnik kwadratu, wystarczy aby podejrzewac ,ze n nie ma
takiego wspoiczynnika tj n=p;p....ps. Dla takiego n > 1
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d|n
Z definicji p(1) = lwigc twierdzenie jest udowodnione

Jesli suma tego wyniku ponad n=1,2,.....x uzyskujemy

co jest inng definicja relacji
Inna ciekawg definicjga wlasciwosci jest to ,ze jesli

M(z) =)  u(d)

wtedy

S ([5)) -

Jest to by¢ moze najbardziej elegancka definicja p. Jeszcze jedng bardzo wazng wtasciwoscig jest to

PP EL) =1
:r1.,=1’n n=1 n

Teraz zwrocimy uwagena mnozenie 1 szereg Dirichleta. Rozwazmy zbior funckji arytmetycznych.
Moga by¢ potaczone na rézne sposoby dajac nowa funkcje. Na przyktad, mozemy zdefiniowaé f +
g przez

(f+ g)(n) = f(n) + g(n)

(f* g)(n) = f(n) * g(n)

Mniej oczywistym trybem potaczenia jest podanie f x g zdefiniowane przez

(fxg)n) =3 fld)g(5) = D f(da(d).
d|n

dd'=n
Moze to by¢ nazwane iloczynem dzielnika lub iloczynem Dirichleta. Motywacja dla tej definicji



jest taka Jesli

o0

F(s) = Z fn)n™%, G(s) = Zg[n)n—-“, . F(s)-G(s) = Z h(n)n—*,
n=1

n=1

wtedy tatwo jest stwierdzi¢ ,ze h = f x g. Zatem mnozenie Dirichleta funkcji arytmetycznych
odpowiada zwyklemu mnozeniu odpowiednich szeegdw Dirichleta:

fxg=gxf,(fxg)xh=fx(gxh)

tj. nasze mnozenie jest przemienne i taczne. Czysto arytmetyczny dowod tego wyniku jest fawy do
uzyskania. Zdefiniujmy teraz funkcje

e=e(n):1;0;0;
Latwo zauwazy¢ ,ze f x e = f. Zatem funkcja e jest jednoSciag w naszym mnozeniu. letrudno
udowodni¢ ,ze jesli f(1) # 0, wtedy f jest odwrotna w odniesieniu do e. Tak funkcja jest nazywa
regularng. Zatem funkcja regularne tworza grupy w odniesieniu do poeracji x. Innym twierdzeniem,
ktérego dowod powminiemy, jest to ,ze iloczyn Dirichleta funkcji multiplikatywnej jest ponownie
multiplikatywny. Wprowadzimy funkcje:

I 1%, 2% 3% ...
Jest interesujace to ,ze zaczynajac tylko do funkcji e i I, mozemy zbudowaé wiele funkcji
arytmetycznych i ich waznych wlasciwosci. Aby zacza¢ mozemy zdefiniowaé p(n) przez p = I," .

Oznacza to oczywiscie ,ze

pxlp=e

Y pld) = £(n)
d|n

1 mozemy juz zobaczy¢ ,ze jest to zdefiniowana wilasciwos¢ funkcji p. Mozemy zdefiniowaé ox
przez

Ok — I() X Ik .
Oznacza to ,ze

or(n) = Z d* - £(n),
d|n
co odpowiada naszej wczes$niejszej definicji. Specjalne przypadki to

T:I()XI():IZQiG:LXI]
Dalej mozemy zdefiniowad

or =px Iy =1I5" x Iy

Co oznacza ,ze



orlm) = Y u(@) (2
d|n

co znowu moze by¢ widziane jako odpowiednik naszej wczesniejszej funkcji.
Specjalnym ciekawym przypadkiem jest tu

p=p1=pxnI

Teraz aby uzyska¢ jakie§ wazne relacje migszy naszymi funkcjacmi, odnotujmy tzw wzor
inwersyjny Mobiusa. Z naszego punktu widzenia mozna powiedzie¢ ,ze

g=fxlp<= f=puxg

Jest to oczywiscie catkiem transparentne. Napiszmy w catosci

g(n) =Y f(d) & f(n) = Y u(d)g (5)
d|n

d|n

W tej postaci jest znacznie mniej oczywista. Rozwazmy teraz ponizszg aplikacje. Po pierwsze

UkZIDKIk{:}Ika-XUk

Oznacza to ,ze
: mn
d§| p(d)or (E> = nk

Waznym specjalnym przypadkiem sg

Swir (3) -1

d|n

Ponwnie



Ep;f:fal}{fk{:}fk:fuxpk.

tak aby

> eu(d) =n"

d|n
Szczegolnym przypadkiem szczegdlnego znaczenia bedzie
E pn)=mn

d|n

Mozemy uzyskaé tozsamos$ci w jakis inny sposob Zatem

kagoszgxkafﬂ_leszkxfk

stad

Z o (d)pp (g) — Z dk|(r—;)k — Z n® = 7(n)n®
dn

d|n dln
Specjalny przypadkiem ciekawym jest

% o(d)p (T—;) = n7(n)

W celu zapewnienia naszym rachunku zastosowanie do probleméw zwigzanych z dystrybucja
liczb pierwszych, wprowadzamy jednoargumentowe dziatanie dla naszych funkcji nazwane
rézniczkowaniem

f'(n) = —f(n)logn.
Motywacja dla tej definicji wynika z

d fln)\ locnf(n)
& (T 1) -y e

Teraz okreslmy



Latwo zauwazy¢ ,ze

d|n
W naszej notacji mnozenia Dirichleta mamy

AxTy=—1I
tak aby

A=I1x (=I}) = p x (—I})

lub

Ad) = =" pld)log (%) = ; u(d)log d

d|n

Przejdzmy teraz do interpretacji niektorych z naszych wynikéw w zakresie szeregu Dirichleta.
Mamy odpowiednio

f(n)

.

F(s)+— f(n) jesi F(s)= Z

1 wiemy ,ze mnozenie Dirichleta funkcji arytmetycznych odpowiada zwyklemyu mnozenia dla
szeregu Dirichleta. Zaczniemy od

f+— F 1+—1, i Ig+— ((s)
Co wigcej
oo ﬂ-k
I +—— — =((s—k
k ﬂz::l 2P q )
rowniez

]: —logn dpis
#'<—>g(q“] - I&<—>Z o —(3)

To daje



Specjalne przypadki
T(n
S =)
mn
o(n
O il 1)
1
Ponownie
p(n) 1
n®  ((s)

ze specjalnym przypadkiem

59 _Gs—1)
2.5 =)

Aby sprowadzi¢ je do catkiem liczbowych wynikow mamy

T(n) .o o fr_4
o4(n) 2 gt 7
S 4) = -
Z n? $2)-¢4) 6 90 540

Co do naszej funkcji A, mamy



CO 0ZnacCza

Twierdzenie o liczbach pierwszych zalezy od wiarygodnego oszacowania dla

I

U(z) =) A(n)

n=1

Rezczywiscie zyczymy sobie pokazaé,ze ¥ (x) ~ x
Dowolny zarys calkowania po prawej stronie (*) wiaze si¢ z koniecznos$cig poznania gdzie znika &
(s). Jest ot jeden z centralnych problemoéw teorii liczb. Omowmy krotko szeref Dirichleta

Jeslin = p,*'py“....p." definiujemy

}\l:lﬂ\.l _ (_1\Jﬂ1+ﬂ'z+“~+ﬂs
Funkcja A ma wiasciwos$ci podobne do tych z funkcji p. Darujemy sobie ¢wiczenie aby pokazaé ,ze
1 jesli 5 — 12
E Ald) =
' () jesli n '}“2
d|n ?é

Teraz

7.

. 1 jesligy =17,
((25) Z s(n) I T { jedlim = r

n? 0 lesip £ r2,

Stad A x Ip=s tzn.

lub




Na prztyktad

An) 7w /7% 72
2 n2 _'EHJ// 6 15
Rzucimy okiem na inny typ szeregu generujacego mianowicie szeregu Lamberta . Szeregi s3 typu
fln)z"
2 Ton
Latwo wykaza¢ ,ze jesli F = f xI, wtedy

> = Y P

Ciekawy specjalny przypadki to

__ " " T
f:gp, Z@i?b)mzz;’m :m

Na przyktad, biorgc x =1/10 w ostatnim rownaniu, uzyskujemy

o(1)  2)  ¢(3) 10
p(l)  #2)  oB) 10
9 99 999 81

[l.Rozktad liczb pigrwszych

Najbardziej znanym dowodem we wszystkich "prawdziwych" matematykach jest dowod Euklidesa
na istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych. Jesli p byto najwigksza liczba pierwsza, wtedy
(2*3*3 ... p) +1 nie bedzie podzielne przez zadng liczbe pierwsza do p a tym samym bedzie to
iloczyn liczb pierwszych powyzej p. Pomimo skrajnej prostoty dowdd ten juz budzi wiele skrajnych
pytan np czy liczby (2*3*3 ... p) +1 sg liczbami pierwszymi czy ztozonymi? Znany jest brak
ogolnego wyniku. Faktycznie, nie wiemy czy czy nieskonczonos¢ tych liczb jest pierwsza czy jest
to nieskonczono$¢ ztozona.Dowodd mozna zmienia¢ na wiele sposobow. Zatem mozemy rozwazy¢
(2*3*5...p) -1 lub p! +1 Iub p! -1. Znowu prawie nic nie wiadomo na temat takich czynnikoéw liczb.
Ostatnie dwa zbiory liczb przywodza na mysl problem ktory ujawnia jak w teorii liczb, mozeby¢



bardzo blisko najbardziej zawilego. Raczej banalne jest to ,ze dla n > 2, n! -1 nie jest idealnym
kwadratem. A co mozna powiedzie¢ o n!+1? Coz, 4!+1 = 52, 5141 = 11?a 7!+1 = 712 Jednak zadne
inne przypadki nie sa znane; ani nie wiadomo czy dowolna inna liczba n!+1 jest idealnym
kwadratem. Wrécimy do tego problemu przy rownaniach diofantycznych. Po Euklidesie, kolejny
znaczny poste w teorii rozktadu liczb pierwszych dokonatl Euler.

Udowdnit ,ze 1 jest rozbiezny 1 opisat ten wynik przez powiedzenie ,ze liczb pierwszych jest
wiece] niz kwadratow .Chce teraz przedstawi¢ nowy dowod tego faktu — dowod , ktory
w jaki$ sposob jest powigzany z dowodem Euklidesa na istnienie nieskonczenie wielu liczb
pierwszych. Potrzebujemy najpierw (dobrze znanego) lematu w odniesieniu do podszeregu szeregu
harmonicznego. Niech pl < p2 < ... bedzie sekwencja dodatnich liczb catkowitych i niech ich
funkcja zliczajaca bedzie to

p<z
Niech
1
R(z) = —.
Pz P
Lemat: Jesli R(o0) istnieje wtedy
T(x
lim ) =0

T— 00 I

Dowdd

m(z) = 1(R(1) — R(0)) + 2((R(2) — R(1)) +--- + =(R(z) — R(z — 1))
lub
R(0)+R(1)+---+R(z—1)

I I

Poniewaz R(x) zbliza si¢ do granicy, wyrazenie wewnatrz nawiasOw kwadratowych zbliza si¢ do tej
granicy i lemat jest udowodniony

W dalszej czesci zaktadamy ,ze p sg liczbami pierwszymi. Aby udowdni¢ ,ze > Jl:, jest
rozbiezny zalozymy przeciwienstwo t 3 1 Jest zbiezny (a stad ,ze =(=) o ) 1 wynika
sprzecznosé.. P *

W naszym zatozeniu istnieje n takie ,ze

1 1
ZE{:§

p>n

Ale teraz n jest ustalone ak ze bedzie rowniez n takie ,ze



(!
ul[n-.m}{ 1

nlm  2n!
Z takimi n i m tworzymy liczby m
Th=nl—1 To=2nl—-1, ..., Tin =mnl — 1

Zauwaz ,ze zadne z T nie ma czynnika pierwszego < n lub > mn!. Co wigcej jeslip | Ti 1 p | T wtedy
p | (Ti—Tj) tak ,ze p | (i —j). Innymi stowy, wileokrotnosci p sa p poza naszym zbiorem liczb. Stad
nie wigcej niz ™ 1 ] liczb podzielnych przez p. Poniewaz kazda liczba ma przynajmniej
jeden czynnik ¥ . pierwszy mamy

> Gr)zn

n<pnlm

Iub

I

Z 1 N m(n!lm) N
p m

n<p

Ale teraz (1) 1 (2) z prawej strony powinny by¢ <1 1 mamy sprzeczno$¢, ktéra dowodzi naszego
twierdzenia.
Dowdd Eulera ktory jest bardziej istotny, zalezy od jego bardzo waznej tozsamosci

=1 1
(=3 =Tl
n= o

Tozsamos$¢ ta jest zasadniczo analitycznym wyrazeniem twierdzenia o jednoznacznym rozktadzie
na czynniki. Mamy

1 1 1
Mz 15 )

l 1
p k-

p o P
B 1
1 1 1
DS TIE TR
Euler twierdzit ,ze dla s=1
o
1
— = o
—n

tak wiec



1

H 1-—1

P p
musi by¢ nieskonczone, coz kolei oznacza ,ze 1 musi by¢ nieskonczone. Ten argument,
cho¢ nie catkiem poprawny moze z pewnoscia ¥ by¢ wazny. W istocie mozn udowodni¢ bez

wiekszych trudnosci ,ze
—1
1 1
- 1— =
ST ;)

n<T p<T

jest ograniczone.
Poniewaz Z 1 log z jest ograniczone, mozemy, w sprawie logarytow, uzyskac

nsr

loglogz = Z — log (1 - 1) + O(1)|

P<z p

tak wiec

Z i = loglogz + O(1)

Pz .
Uzyjemy tego wyniku pozniej
Gauss 1 Legrnade byli piewszymi ktozy podali rozsadne przyblizenie dla n(x)
Szczegolnie przypuszczenie ,ze

xI

m(x) ~
log
jest stynnym Twierdzeniem Liczb Pierwszych. Chociaz zostato to udowodnione w 1986 roku prze

J.Hadamarda i1 de la Vallee Poussina, pierwsze znaczace psotgpy w tym kierunku poczynit
Czebyszew. Uzyskat ponizsze trzy gtéwne wyniki;

(1) Jest liczba pierwsza migdzy n a 2n (n >1)
(2) Istnieja dodatnie state ¢, i ¢, takie ,ze

CoI cC1.r
< m(x) <
log x log z
3) Je™@) zbliza si¢ do granicy, wtedy tg granica jest 1

log x
Udowodnimy ze te trzy gtdéwne wyniki Czebyszewa uzywajac jego metody zmodyfikowanej przez

Landaua, Erdosa i w mniejszym stopniu L.Mosera
Wymagamy wielu lemat . Pierwsza z nich odnosi si¢ do wielkosci

o (2



Jesli chodzi o n!, mozemy uyzy¢ przyblizenia Stirlinga

n! ~n"e "V 2mrn.

Jednak dla naszych celow wystarczy proste oszacowanie. Poniewaz

ﬂﬂ
n!
jest tylko jednym z czlonéw w rozwinigciu e”,
A n"
7!
1 mamy nastepujacy lemat
Lemat1 pme " < pl < n®
Poniewaz
, : 2n 2n
1+1)*" =1+ + e +ee 1
1 n
wynik stad ,ze
) L og2n g
n

Oszacowanie dla (2”) nie jest tak surowe jak wyglada, poniewaz fatwo mozna to zauwazy¢ ze

wzoru Stirlinga n
2n 4n
n VTN

Korzystajac z indukcji mozemy pokazac ,ze

n - 4m
n 2n

a zatem mamy

Lemat2 2" _ (2"’) < 47

2n e

Zwrd¢ uwage ,ze (2T1+1)iestjednym z dwoch czlondéw rownania w wyrazeniu rozwinigcia
(1+1)2n+1. i T



Stad tez mamy

Lemat 3 (QTI-H) n
<4
n

Jako ¢wiczenie mozesz uzy¢ tego dla udowonienia ,ze jesli

n=a+b+c+...

wtedy
n! . n"
alblel- "~ a%bct--
Teraz mozemy wywnioskowaé infomacje w jaki sposéob n! 1 \ =n sg iloczynami liczb

pierwszych. Przypu$émy, ze e,(n) jest wyktadnikiem liczby pierwszej p w faktoryzcji potggowe;j

liczby bierwszej n!
n1 — Hpep{n]

Lemat 4 (Legendre) ex(n) = L;J + L%J + {%J .

Latwo udowodnié

W rzeczywistosci l%J jest liczbg wielokrotnosci p w n!, warunek L}%J lodaje dpodatkowe;j

wielokrotno$ci p* itd np

30 30 30
e3(30) = i + 77 +---=10+3+1=14

Interesujaca i czasami uzytecznym wyrazeniem alternatywnym dla e,(n) jest podane

n — Sp(n)

ep(n) = p—

gdzie sy(n) przedstawia sume cyfr n kiedy n jest wyrazone na bazie p. Zatem o podstawie 3, 30
moze by¢ zapisane jako 1010 tak aby e3(30) = &2—'2 — 14 Jjak poprzednio
Teraz rozwazmy ztozZenie ﬁ?) jako iloczyn liczb pierwszych. Niech E,(n) oznacza wyktadnik p

w (2?1) t].

n
(2?1.) _ H pgp{n)
7
D

Wyraznie



Nasze alternatywne wyrazenia dla e,(n) daje

Ep['nj _ 25p[-n; : ip[i’ﬂ.}

W pierwszym wyrazeniu kazdy warunek w sumie moze tatwo by¢ widziany jako O lub 1 1 liczba
warunkow nie przekracza wyktadnika najwyzszej potegi p ktora nie przekracza 2n. Zatem

Lemat5 E,(n) < log,(2n).
Lemat 6 Wktad p do (%:‘} nie przekracza 2n

Kolejne trzy leamty sa natychmiastowe

Lemat 7 Kazda liczba pierwsza w zakresie n < p < 2n pojawia si¢ doktadnie raz w ﬁl‘}

Lemat 8 Zadan liczba pierwsza w zakresie ETH < p < n De jest dzielnikiel(?;t}

Lemat 9 Zadna liczba pierwsza w zakresie p -~ /2 nie pojawia si¢ wigcej niz raz w ( TT}

Chpociaz nie jest to konieczne w dalszej czesci, zabawnie jest zauwazy¢,ze poniewaz
E>(n)=2s,(n) — s2(2n) 1 s2(n) = s,(2n), mamy Ex(n) = s,(n)
Jako pierwsze zastosowanie tych lematow udowodnimy elegancki wynik

Twierdzenie 1 H p< 4"

pEn

Dowad jest przez indukcj¢. Zaktadamy ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb catkowitych < n i
zakladamy przypadki n=2m i n = 2m+1. Jesli n = 2m wtedy

Hp: H p«:.’.jfm_]

pP<2m p<2m—1

przez hipotezg indukcyjng . Jesli n=2m+1 wtedy

I p=( Il p)( 1
p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1

< 4m+1 (Zm—l— 1) < 47n—14m _ _,1_2‘m+1
m

a indukcja jest skonczona
Mozna wykaza¢ przez glebsza metode (Rosser) ,ze

[[r<(283)"
p=n

Wiasciwe twierdzenie liczb pierwszych jest rownowazne



Z logp ~n

Z Twierdzenia 1 mozna wywnisokowac

T

ogn

Twierdzenie 2 7(n) < i

Wyraznie

4m ~ H p> H p> ﬁ”{ﬂ:‘_ﬂ(‘u’ﬁ}

p=n VrEpEn

Biorac logarytmy uzyskujemy

nlogd > (w(n) — W{ﬁjj%logn

lub
n-4log2
0g T
lub
7
m(n) < {4lﬂg2]m +vn < Togn

Nastepnie udowodnimy

cn

Twierdzenie 3 x(n) >
logn

Do tego uzyjemy Lematu 6 i 2 Z nich uzyskujemy

= 2 4"
{Q?II}JI.I:EH:I } ( H) :}

n)” 2n
Biorac logarytmy odkryjemy ,ze

(m(n) + 1) log2n > log(2*™) = 2nlog2
Zatem dla parzysteo m

m

mim)+ 1> log 2

logm
1 mamy wynik

1 .
Nastepnie uzyskamy szzacunki dla S(z) = Z % Bioragc logarytmz ) — H*p p°r odkryjemy ,ze

pix

nlogn > logn! = Zep{nj logp > n(logn — 1)

Czytelnik moze uzasadnia¢ ,ze wprowadzono btad zastepujac e,(n) przez % (oczywiscie



ep(n) =3 [f-J ‘jest na tyle mate ,ze

Z Elogp =nlogn + O(n)

p<n

lub

1
Z i logn + O(1)
p

p=n

Teraz mozna udowodnié

Twierdzenie 4 R(x) = Z l} = loglogx + O(1)

p==x

Faktycznie
= =, S(n) — S(n—1)
T nz::? logn
= 1 1 :
= ;S{n) (logn  log(n + 1}) HEE

log(1 + %}
(logn)log(n + 1)

= (logn + O(1)) +0(1)
n=2

=1
=% +0(1)
b logn
= loglogz + O(1),
zgodnie z zyczeniem

Teraz zarys dowodu Czebszewa

L

Twierdzenie 5 If wlx) ~ , thenc=1.
log x
Poniewaz
= w(n)—w(n—1)
R =
PR SELE:
n=1
'
m(n)
=2~z toW,
n=1
cT
m(n) ~ log = oznaczatoby
i) ~ cloglog z.
L m

Ale juz wiemy ,ze n(n) ~ log log x wiec wynika ,ze ¢ =1



Teraz podamy dowdd na postulat Bertranda.

Twierdzenie 6 Dla kazdej liczby catkowitej r istnieje liczba pierwsza p taka

3-2 o p<g.2®r
Powtorzymy kilka naszych lematéw w postaci w jakiej beda uzywane.

2

1.Jesli n < p < 2n wtedy p wystapi doktadnie jeden raz w (

3. 22r—l

2Jeé11 2¥20r-1 < P < 3*2271-1 Wtedy p nie Wystqpl W ( 3- '2?‘1" )

3.Jesli p> 2r+1 wtedy p wystapi przynajmniej raz w ( 327 )
3.2n-1)

4.7adna liczba pierwsza nie wystgpi wiecej niz 2r+1 razy w ( 3.2% )
3-22r-1

3.2%
Teraza poroOwnamy (3 02— 1)1

(Ef ) @i:;) - @ { (22) (;ﬁl) L G) }

Zaktadamy ,ze nie ma zadnej liczby pierwszej w zakresie 3*2*! < p < 3*2% Wtedy, poprzez nasze
lematy, odkryjemy ,ze kazda liczba pierwsza , ktéra wystepuje w pierwszym wyrazeniu rowniez
wystepuje w drugim z przynajmniej tak wysokimi krotno$ciami; to znaczy, drugie wyrazenie w
niemniejszymi niz w pierwszym. Z drugiej strony, obserwujemy ,ze dlar > 6

3-22" > (2 2 2) 42 (2T 42T 4 4 2)

1 interpretacji [:21?} jako liczby spposobow wybrania n obiektoéw z 2n, mozemy stwiedzi¢ ,ze
drugie wyrazeue 1zeczywiscie jest mniejsze niz pierwsze. Ta sprzeczno$¢ dowodzi twierdzenia
kiedy r > 6. Liczby pierwsze 7, 29, 97, 389 i 1543 pokazuja ,ze twierdzenie jest rOwniez prawdziwe
dla r < 6. Postulat Bertranda moze by¢ uzyty do udowodnienia nastepujacych wynikow

1 1 1

Logg+o o nigdy nie jest liczba catkowita
2. Kazda liczba catkowita > 7 moze by¢ zpisana jako suma r6znych liczb pierwszych
3. Kazda liczba pierwsza p, moze by¢ wyrazona w postaci

Pn=F12+3E5x---Lpn-1

z btedem co najwyzej 1 (Scherk)
4. Rownanie n(n) = ¢(n) ma dokladnie 8 rozwigzan
W 1949 roku sensacja okazalo si¢ odkrycie przez Erdosa i Selberga elementarnego dowodu

Twierdzenia Liczb Pierwszych. Glowny nowy wynik bylo nastgpujacym oszacowaniem,
udowodnionym w elementarny sposob.



Z log” p + Z logplogg = 2z logz + O(x)

pezT pg=zT
Chociaz nierowno$¢ Selberga jest jeszcze daleka od Twierdzenia Liczb Pierwszych,moze by¢
p6zniej wyprowadzona z niej na rézne sposoby bez uciekania si¢ do dalszych wynikéw liczb
teoretycznych. Podano kilka dowodéw tego lematu, by¢ moze najprostszya jest Tauzawy 1 Iseki.
Oryginalny dowod Selberga zalezy od znaczenia funkc;ji.

S W d)log? Z
: ;mmgd

T(z)= i Apz"
n=1

Pie¢ lat pozniej J.Lambek 1 L.Moser wykazali ,7ze mozna udowodni¢ lemat Selberga w catkowicie
elementarny sposob tj. Uzywajac tylko wilasciwosci liczb catkowitych. Jednym z glownych
narzedzi dla zrobienia tego jest nastgpujaca racjonalna analogia z funkcjg logarytmiczng. Niech

_ 11 1 o .
h[n_]=1—§—|—§+---—; a  Lr(n)= h(kn) — h(k)

Udowodnimy w catkowicie elementarny sposob ,ze

i e 1
€ (ab) — £i(a) — £x(b)| < =

Wyniki jakie ustaliliSmy sg pozyteczne w badaniu wielkosci funkcji arytmetycznych oi(n), @k(n) 1
ok (n). Poniewaz zalezy to nie tylko od wielkosci n ale rowniez silnie od struktury arytmetycznej n
nie mozemy oczekiwa¢ przyblizenia ich przez elementarne funkcje analityczne. Niemniej jednak
bedziemy bedzie widaé, ze "na podstawie $redniej "te funkcje maja dos¢ proste zachowanie. Jesli £
ig sg funkcjami dla ktorych

FA)+f2)+---+ f(n) ~g(1) +9(2) +---+g(n)

méwimy ,ze f1 g maja te "Srednig kolejno$¢" Zobaczymy , na przyktad, z¢ $rednia kolejnos¢ t(n) to
log n, ze o(n) to "TTE nizeopn)to G Rozwazmy najpierw pierwszy heurystyczny argument

—= 1.
w=

dla uzyskania $redniej wartosci ox(n). Prawdopodobienstwo ,ze r | nto 1/rijeslir| n wtedy n /r
wnosi ( ) k dla ox(n) .Zatem oczekiwana warto$¢ oi(n) to

1 (n.)k_l_ 1 (n-)}v'+ N 1 (n)"k
1 \1 2\2 no\n

L1 1 1
=\ e T gRgr T T R

n
T

Dla k = 0 bedzie to okoto n log n. Dla n > 1 bedzie to okoto n*{(k+1), np dla n = 1 bedzie to okoto



ng2)= ni-

Przed przejscie do udowodnienia i udoskonalenia niektorych wynikéw rozwazmy pewne aplikacje
odwracania klolejno$ci sumowania w sumy podwojne.
Niech f bedzie funkcjg arytmetyczng 1 powigzana z nig funkcja

F(n)=)_ f(d)
d|mn

ag=fxIt
Oytrzymamy dwa wyrazenia dla

F(x) jest sumg

f(1)
+ f(1) + f(2)
+ f(1) + f3)
+ f(1) + f(2) + f(4)
+ f(1) f(5)
+ f(1) + f@2) + f3)

d=1
Jesli dodamy w sposob wskazany otrzymamy

()

>3 =3 3] = r (7))

n=1 d|n d=1

Specjalny przypadek f = p daje



co poprzednio rozwazaliSmy
Z

=¥
[l H
[y

o [3]-1

mamy, po usuni¢ciu nawiaséw, pozwalajacuch na btad i podzieleniu przez x

Wilasciwie to wiadaomo,ze

ale dowod na to jest rownie glgboki jak na twierdzenie o liczbach pierwszych
Teraz rozwazmy przypadek f= 1. Tu uzyskujemy

I T

ET(”] _ Z L%J =zlogz + O(x)

n=1 n=1

W przypadku f = I odnajdziemy ,ze

;U"’{”}zgdk EJ =i(1’*+2‘=+..._ EJ’")

n=1

W przypadku f = ¢ przypomnijmy sobie ,ze Z pld)=n yzyskujemy

d|n

2D -3 Y i) - ZH 2@(,&)

n=1 dln

T

gdzie &(n) = Z ¢(d) .Stad latwo uzyskamy

d=1
S p@ 2t
d — 2
d=1

z czego wynika ,ze §rednio ¢(d) > %

Mozna réwniez zastosowac podobne odwrocenie kolejnosci sumowania aby uzyskaé nastepujacy



wazny drugi wzor inwersji Mobiusa

Twierdzenie

i

6= 37 (|]) then o) = S (|Z))

n=1 n=1

Dowod

S e (|2) = S 3 (|2

n=1 n=1
SIS ulm) —
S (E]) Su= e
Rozwazmy ponownie nasze oszacowania
(1) +7(2)+---+7(n) =nlogn + O(n).

Pozyteczne ejest uzyskanie geometrycznego wgladu w ten wynik. Oczywiscie 1(r) jest liczba
punktéw siatki na hiperboli xy =1, x > 0, y > 0. Rowniez, kazdy punkt siatki (x,y), x > 0,y > 0. xy
<n, lezy na jakiej$hiperboli xy=r, r <n. Zatem

jest liczba punktow siatki w regionie xy <n, x > 0, y> 0. Jesli zsumujemyu wzdluz lini pionowych
x =1,2, ...., n uzyskamy ponownie

) ) i n i
T{l]—TI{?}-i-"'—FT'Lﬂ-}:{—J+L—J—"'+ —J
1 2 Lm
W tym podejsciu, symetria Xy = n o x = y sugeruje jak poprawi¢ to oszacowanie 1 uzyskac
mniejszych btedow



Ty = n

Uzywajac symetrii z powyzszego rysunku, mamy ,z % = V7| |
h(n)=1+3+1+---+ 1

=2 ([3] o+ [2) -

= 2nh(u) — n + O(vn)

= 2nlog v/u + (2y — 1)n + O(y/n)

=mnlogn+ (27 — 1)n + O(/n).
Przechodzac teraz do >_ @(r) mamy

U{l}+i”(2]+"-—|—a{n}:1L%J_FQMEJ ++nlEJ

Aby uzyska¢ oszacowanie Z o(n) ustawiamy k = 1 w tozsamosci (uzyskanej wczesniej)
n=1
- k k x|
ok(1) + ox(2) + -+ op(z) =) (1 +2F 4+ [—J )
n=1 n

Mamy bezposrednio



J{lj—ﬂ(?}—k---—ka[:ﬂ]:%i FJ _%+1J

T

= —2 T + O(zlogz) = I“[_:;E} + Oz log x)
2 2
= Tlg + Oz logzx).

Aby uzyska¢ podomne oszacowania dla @(n) zwro¢my uwage ze ¢(n) jest liczba punktow siatki ,
ktore leza na odcinku lini x=1, 0 <y <r 1 moze by¢ widoczna od poczatku. (Punkt (x,y) moze y¢
widczony jesli (x,y) = 1) Zatem o¢(1)+@(2)+...+¢(n) jest liczbg widocznych punktow siatki w
regionie z n > x >y > 0. Rozwazmy duzo bardziej og6lny problem, mianowicie szacowanie liczby
widocznych punktow siatki w wigkszej klasie regiondw. Za heurystyka przemawiaja nastepujace
argumenty. Punkt (x,y) jest niewidoczny z racji liczby pierwszej p jesli p | x 1 p | V.
Prawdopodobiefistwo,ze to wystgpi to 1/p>. W zwigzku z tym prawdopodobiefistwo ,ze punkt jest
niewidoczny to

—1

M0 2)-T(he o) s

. p ; Pt P ¢2) m
Zatem liczba widocznych punktow siatki powinna by¢ 6/n* raza obszaru regionu/. W szczegdlnosci
$redni porzadek @(n) powinien by¢ okoto 6/n*n. Teraz zarys dowodu na to ,ze w pewnych duzych
regionach frakcji widocznych punktow siatki zawartych w regionie to w przyblizeniu 6/7* .
Niech R bedzie regionem w plaszczyZnie majacej skonczong miare Jordana i skoficzong granice.
Niech tR oznacza region uzyskany przez powigkszanie R radialnie przez t. Niech M(tR) bedzie
obszarem tR, L(tR) liczba punktow siatki w tRa V(tR) liczba widocznych punktéw siatki w tR
Jest intuicyjnie jasne, ze

L(tR) = M(tR) + O(t) i M(tR) = t2M(R)

Stosujac wzor do inwersji

L(tR) = V(tR) + V GR) LV (%R) .

okazuje si¢ ,ze

VtR) =Y L GR) w(d) ="M GR) u(d)

d=1

d 6 6
~ M(tR)) M ~ M(tR)—= = t*M(R)—.

Przy t=11R regionem n > x >y > 0, mamy

. - nc 6 3 .
p(l) +e(2)+--+pn)~— =
2 e

Zwro¢ uwage na szczegdly planu



, | 3, |
e(1) + @(2) + - +¢(n) = =n® + O(nlogn)

m

Wykazano (Chowla) ,ze warunek btgdu tu nie moze by¢ zredukowany do O (n log log log n).
Walfitz pokazatl ,ze moze by¢ zastagpione przez

) . T O[nlog% n)
Erdos 1 Shapiro wykazali ,ze

P(1) + @(2) + - p(n) — —gn’
zmienia si¢ nieskonczenie czesto. Pozniej stworzymy aplikacje naszego szacowania ¢(1) + .. + ¢(n)
do teorii dystrybucji pozostatosci kwadratowych. Nasz wynik moze rowniez by¢ interpretowany
mowigc ,ze jesli para liczb catkowitych (a, b) sg wybrane losowo a prawdopodobienstwo ,ze beda
one relatywnie pierwsze wynosi 6/n*. Na tym etapie stwierdzamy bez dowodu liczbe powigzanych
wynikow. Je$li (a,b) sg wybrane losowo oczekiwana warto$é(a,b) to n%/6. Jesli f(x) jest jedng z
pewnych klas funkcji arytmetycznych, ktére zawieraja x% 0 < o < 1 ,wtedy prawdopodobienstwo
,ze (x,f(x)) = 1 to 6/n%, a warto$¢ oczekiwana to w*/6. To i powigzane wyniki zostaly udowodnione
przez Lambeka i Mosera. Pawdopodobienstwo ,ze n liczb wybranych losowo jest relatywnie
pierwszych to 1

Lim)”

Liczba Q(n) liczb bez pierwiastkow pod n to ~ 6/x* , a liczba Qi(n) k-tej liczby bez potegowej pod n

to ?1
Clik)

Pierwszy wynik pochodzi prawie bezposrednio z

n? 9
E ) — | =n
T
tak ,ze przez wzOr na inwersj¢

Q) =Y utr) | 2] ~ n2

T
Bardziej szczegotowy argument daje

Qz) = =5 +0(Va)

Innym raczej zabawnym powigzanym wynikiem , ktorego dowdd zostawiam jako ¢wiczenie, jest
to ,ze

e I Il |

1
Z a2b?

(ab)=1
Wynik Q(x) moze by¢ zapisany w postaci

- __ 6
3 lu(n)| ~ =
n=1 T

Mozna prosi¢ o szacunki dla



p(n) = M(z)
n=1

Rzeczywiscie,wiadomo (ale trudno to udowodni¢) ,ze M(x) = o(x). Zwro¢my uwage na o(n).
Mamy

. : . i
w(l) +w(2)+---+w(n) = Z L—J ~ nloglogn
p<n
Zatem Srednia wartos¢ w(n) to log log n.
To samo nastepuje w podobny sposob dla Q(n). Stosunkowo niedawny rozwdj w tym kierunku, ze
wzgledu na Erdosa, Kaca, Leveque, Tatuzawe i innych jest liczba twierdzen ktore sg typowe.
Niech A(x,0,p) ,bedzie liczbg liczb catkowitych n < x dla ktérych

ay/loglogn + loglogn < w(n) < By/loglogn + loglogn

Wtedy

y Alz; o, 3) 50 /’ﬁ _#d
:J"me T o ﬁzfr.,;. e

Zatem mamy przyktad ,ze o(n) < log log n okolo pdt raza. Mozna roéwniez udowodnié
(Tatuzawa) ,ze podobny wynik otrzymamy dla B(x,a,p), liczba liczb catkowitcy w zbiorze f(1),
f(2),....f(x) jest wielomianem nierozktadalnym ze wspotczynnikiem catkowym dla ktorego w(f(n))
lezy w zakresie podobnym do tych wyznaczonych dla w(n). Inny typ wyniku, ktory ma
zastosowanie jest nastepujacy

Liczba C(x,0) liczb catkowitych < x ma dzielnik pierwszy . > xa, 1 > a > %. Jest ~ -x log o
.Faktycznie mamy

Clz,a) = Z %N:E Z %

T P T TP T
= z(loglog x — log log a)
= z(loglogz — loglogz — logav) = —z log .

Na przyktad gestos¢ liczb majacych czynnik pierwszy przekraczajacy ich pierwiastek kwadratowy
tolog2=.7.

Do tej pory rozwazaliémy gtownie $rednie zachowanie funkcji arytmetycznych. Mozemy réwniez
zapyta¢ o absolutne granice. Mozna udowodni¢ bez trudnosci ,ze

p(n)o(n)
L -
1> — 2 >e>0  dna wszystkich n
Wiemy rowniez ,ze
CTt
n > p(n) >

loglogn



n < o(n) < enloglogn

Jak dla t(n), nie jest trudno wykazac ,ze

T(n) > (log n:]'!"

nieskonczenie czgsto dla kazdego k podczas gdy 1(n) < n° dla kazego € i n wystarczajaco
duzych. Wskazemy ale nie udowodnimy glownego twierdzanie w tym kierunku
Jesli € > 0 wtedy

- all4e)logn/loglogn .
T(n) <2 dla wszystkich n > ny( €)

podczas gdy
r(n) > g(l—e)logn/loglogn nieskonczenie czesto

Nieco inny tyt problemu dotyczacego wartosci Sredniej funkcji arytmetycznej byl tematem pracy
magisterskiej R.Trollope na Uniwersytecie Alberta parg lat temu.
Niech s,(n) bedzie suma cyfr n zapisywanych w bazie r. Mirski udowodnit ,ze

, . . — 1 )
Spll) +5:(2) + -+ 5.(n) = ! el log, n+ O(n)

Trollope rozwazat podobne sumy gdzie elementy po lewej uruchamialy pewne sekwencje takie jak
liczby pierwsze, kwadraty itp.
Uzyskat on jeszcze inny zabawny wynik

1(n) +san) 4ot saln)
n2 12°

IV. lsiczby nigwgmigrng

Najlepiej znang liczba niewymierng jest V2. Zaktadamy NG #+ % z nowatorskim dowodem
,ktory nie korzysta z podzielnosci argumentow.
Przypusémy ,ze V2 =a / b (a,b to liczby catkowite), z b tak matym jak to mozliwe. Wtedy b < a <
2b tak ,ze

2ab a2 . 2ab — a® 5 a(2b— a)

o hET? ab—12  ° 7 bla—b)

Zatem

oL —
\_E:-b a
a—b

Ale a < 2b i a-b < b; stad mamy wymierng reprezentacje V2 z mianownikiem mniejszym niz
najmniejszy z mozliwych!



Aby przekona¢ ucznidw o istnieniu liczb niewymiernych , mozesz zacza¢ od dowodu
niewymiernosci log;o2. Jesli log;2 = a / b wtedy 10** =2 lub 10* = 2°. Ale teraz lewa strona jest
podzielna przez 5 podczas gdy prawa strona nie. Rowniez nie tak znany jak powinien jest fakt ,ze
cos1? (i sinl°) jest niewyierny. Z

cos 45° + isin45° = (cos1° + isin 1°)*°

wnioskujemy ,ze cos 45° moze by¢ wyrazone jako wielomian catkowitych wspotczynnikow w cos
1°. Stad jesli cos 1° byt wymierny wiec cos 45° = 1/ 2
Fakt ,ze

1 1
cosl=1— — 4+ — — ...
21 4l
jest niewymierny moze by¢ udowodnione w ten sam sposob jak niewymierno$¢ e. W tym ostatnim
przypadku ,zaktadamy wymierno$¢ e

b 11 JEE S S
a 12 @+ 1) (at2)

L 1 ... jest dodatnig liczbg

co, po pomnozeniu przez a!, oznaczaloby ,ze : +
a+1 (a+1)(at+2)

catkowita mniejsza niz 1.
Nieco bardziej skomplikowany argument moze by¢ uzyty aby pokaza¢ ,ze e nei jest
niewymiernos$cig kwadratowa , tj. Jesli a, b ,c sg liczbami catkowitymi wtedy ae* + be + ¢ # 0
Jednak dowdd na przestepnpos$¢ e jeszcze nie jest latwy. Wcezesniejsze edycje Hardy 1 Wright
twierdza ze nie bylo tatwego dowodu ,ze m jest przestgpna ale ta sytuacja zostata skorygowana w
1947 roku przez 1.Nivena, ktory udowodnit niewymierno$¢ n co teraz przedstawimy

Niech

a ™ (a — bz)™ . PO
m=p f@= i n P i ) = f@) - fP (@) + D) — -
dodatnia liczba calkowita n be¢dzie okreslona p6znie. Poniewaz n!f(x) ma wspoczynniki catkowe i
wyrazy w X stopniach < 2n, f(x) 1 wszystkie jej pochodne beda miaty wartosci catkowe prz x = 0.
Rowniez dla x = = a/b. Poniewaz f(x) = f(a/b-x). Z elementarnej analizy mamy

d—F’[I}SiﬂJ: — F(z)cosz| = F'(z)sinz + F(z)sinz = f(z)sinz

dz"
Stad

m
/ f'[i':' sinzdr = [FF{I:] - F[I} COs I;]T = liczba catkowita
0

Jednak dla0<x <=

sy Tl 2T

0 < f(z)sinz < —+ 0

dla duzych n .Stad catka oznaczona jest dodatnia ale dowolnie mata dla duzych n; ta sprzeczno$¢
pokazuje ,ze zatozenie m = a/b jest nie do utrzymania. Ten dowdd zostat rozszerzony na rézne
sposoby. Na, przyktad Niven rowniez udowodnit ,Zze kosinus liczby wymiernej jest niewymierny.
Jesli teraz m byto wymierne, cos m = -1 bedzie niewymierne. Tg metodg mozna rowniez udowodnic
niewymiernos¢pewnych liczb zdefiniowanych jako podstawa rozwigzan réwnan rézniczkowych



drugiego stopnia spetniajacych specjalne warunki graniczne. Ostatnio podano wariacje dowodu
Nivena, ktore cho¢ bardziej ztozone, unikajg stosowania catek lub szeregu nieskonczonego. Bardzo
prostego dowodu ,ze m jest przestepne tj nie spetnia zadnego rownania wielomianu o
wspotczynnikach catkowitych wcigz brakuje. W odniesieniu do przestgpnosci liczb istnieja
zasadniczo trzy typy problemow: udowodnienie istnienia takich liczb, zbudowanie takiej liczby, i w
koncu(duzo trudniejsze od dwoch pierwszych) udowodnienie ,ze pewne liczby ktore pojawiaja si¢
w analizie sg przestgpne. Przykladami liczb ktérym udowodniono przestepnos¢ sa m, e, e™ i
log3/log2. Warte uwagi jest ,ze statej Euleray 1

= 1
Z (s jest liczba catkowita)
n2s+l1
n=1

nie udowodniono niewymiernosci.

Dowod Cantora istnienia liczb przestepnych wychodzit od pokazania ,ze liczby algebraiczne s3
policzalne podczas gdy liczby rzeczywiste nie. Zatem, kazdy niepoliczalny zbior liczb zawiera
liczby przestepne. Na przyklad jest liczba przestepna w postaci €’ , 0 < 6 < n/2, powiedzmy.
Chociaz nie calkowicie odnosi si¢ to do tematu,wykonamy teraz malg sztuk¢ ze znikaniem
uzywajac liczby przestepnej e i konstrukcji Kuratowskiego.

Rozwazmy nastepujacy zbidr punktow na plaszczyznie zespolonej. Zacznijmy od punktu O i niech
S bedzie zbiorem wszystkich punktow osiggalnych z niej przez szereg dziatan przesunigé
jednostkowego punktu 1 w prawo i1 obrot ich o kat 6 o O. Jesli oznaczymy takie przesunigcie 1 obrot
przez T i R, odpowiednio, wtedy typowy punkt nazszego zbioru S moze by¢ oznaczony T°R°TRY....
Nastgpnie zaobserwujemy ,ze kazdy punkt S musi mie¢ unikalng reprezentacj¢ w tej postaci.
Rzeczywiscie, T oznacza dodanie 1 do liczby zespolonej odpowoadajacej temu punktowi a R
oznacza mnozenie przez € . Stad wszystkie nasze punkty sg wielomianami w e z dodatnimi
wspolczynnikami, powiedzmy z = P( ). Ale teraz jesli punkt ma podwojng reprezentacje, wtedy
P( €%) = R( €"’) i uzyskamy wielomian w ¢" ktory neguje przestepny charakter ¢ . Niech ~T
oznacza podzbidr S ktory sktada si¢ tych punktéw S dla ktérych ostatnie dziatanie konieczne do ich
uzyskania to T 1 niech ~R oznacza podzbior ktory sktada si¢ z punktow S dla ktorych ostatnie
dziatanie dla ich uzyskania to R. Wyraznie S=~T |/ ~R a~T N ~R = 0.  Przesunigcie S jednej
jednostki w prawo wysyla S do ~T tj czyni ~R niewidocznym!~Z drugiej strony, obrot plaszczyzny
przez (), wysyta S do ~R czynigc niewidocznym ~T!

Do tej pory omowiliSmy tylko istnienie liczb przestgpnych. Najtatwiejszym podejsciem do
rzeczywistej budowy takich liczb jest podejscie przez twierdzenie Liouville'a.

Mowimy ,ze liczba algebraiczna jest stopnia n jesli spetnia rownanie wielomianowe stopnia n.
Moéwimy ,ze liczba rzeczywista A jest przyblizalna do porzadku n pod warunkiem,ze nierdwnos¢

-5l < 5

ma nieskonczone rozwigzania dla jakiejs$ statej c. Twierdzenie Liouville'a stanowi ,ze rzeczywista
liczba algebraiczna stopnia n nie jest aproksymowalna do zadnwego porzadku wigkszego niz n.
Przypusémy ,ze A jest stopnia n. Wtedy spelnia réwnanie

fAM)=aA"+a X" 1+ +a, =0

Jest liczba M = M(Q) taka ,ze |f' (x) | <M gdzie A -1 <x <A+1. Przypusémy teraz ,ze p/q # A jest
aproksymacja do A. Mozemy zalozy¢ do§¢ dobre przyblizenie aby zapewni¢ ,z p/q lezy w przedziale
(A -1,A+1)



Rysunek 2

1jest blizej A niz dowolny inny pierwiastek f(x) = 0, tak wie¢ f(p/q) # 0

Wyraznie (Rysunek 2)
1 _ a1
()| = grloaw” + o g >
q q q
i
oy d
A—plq
tak wiec
P c
A—=|>—
‘ q! q"

i twierdzenie jest udowodnione.

Chociaz twierdzenie Liouville'a wystarczy dla zbudowania wielu liczb przestgpnych,mozna troche
uscisli¢. W szczegolnosci pozadane jest mie¢ twierdzenie nastepujacego typu . Jesli A jest stopnia n
wtedy

‘J\_E‘ - M
q qf[n]

ma co najwyzej skonczong liczbg rozwigzan. Tu f(n) moze by¢ wziete jako n w twierdzeniu
Liouville'a. Czy moze by¢ zmniejszone? Thue, okoto 1990 roku piewszy wykazat ,ze mozna
wzigéé f(n) = n/2 a Siegel (1921) pokazat ,ze mozemy przyja¢ f(n) = 2Vn. Znaczaco poprawili to
Dyson i Schneider na V2n. W 1955 roku F.K.Rotch stworzyt sensacyjny dowod ,ze mozemy przyjaé
f(n) = 2 + €. Jego dowod jest dtugi i skomplikowany. To ,Zze nie mozemy przyja¢ f(n) = 2 (zatem



wynik Rotha jest najlepszym z mozliwych sposobéw) mozna zobaczy¢ z nastgpujacego wyniku
Dirichleta. Dla niewymiernego A istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan

1
-2« <
7 q

Dowod nie jest trudny. Niech A bedzie niewymierna i rozwazmy, dla statego n, liczby (A), (2A)....(n
L), gdzie (x) oznacza "ulamkowa czg$¢x". Te n punktéw jest réznymi punktami na (0,1); stad
istnienie dwoch z nich powiedzmy 1A 1 jA ktérych odleglos$¢ od siebie to < 1/n. Zatem mamy

.. s 1
(2A) — (JA) < —
n
lub

1
EX —m < — (kim liczby catkowite <n)
n

M 1 1
Ao — o 2
k|_ﬂ.k_'.'r1-2

co jest wymagane.
Teraz wrocimy do aplikacji z twierdzenia Liouville'a do budowania liczb przestgpnych. Rozwazmy

1 1 I \
07 10 T T 1o Y
jak rowniez liczbe rzeczywista A = A, . Latwo jest sprawdzi¢ ,ze
M:x: - 'l-p < An—]li-ZI.

dla kazdego p. Stad A jest przyblizeniem do porzadku n dla kazego n wiec nie jest algebraiczna

V. Rongrugneje
Tu bedziemy rozwija¢ pewne aspekty teorii podzielnos$ci i kongruencji

Jesli
ELZH;D&; i b:HPﬁ

wtedyu tatwo zobaczy¢ ,ze

(a. b] _ H p111irl{c‘:.ﬁ‘s podczas gdy [ﬂ-; b] _ H puum[a:_ﬁ]l

Z tego tawto wynika ,ze (a,b) * [a,b] = a * b. Pozostawmy to jako ¢wiczenie wykazanie ,ze

a—1a—1

(@)= 3 3 e

=1 ."3=]-



Notacja a = b (mod m) dla m | (a-b) spowodowana jest przez Gaussa. Do$¢ oczywiste wtasciwosci
tej kongruencjitoa=a,a=b = b=a,1a=bib=c= a ,tzn = jest ekwiwalencjg relacji.
Latwo jest rowniez udowodni¢ ,ze a= b ic = drazem imlikujg ac = bd; w szczegdlnoécia = b =
ka = kb. Jednak ta konwersja nie jest prawdag w ogodlnosci. Zatem 2 x 3 = 4 x 3 (mod 6) nie
implikuje 2 = 3 (mod 6). Jednak ,jesli (k,m) = 1 wtedy ka = kb implikuje a = b. Inny wazny wynik
jest nastepujacy

Twierdzenie Jesli aj,an,....,apm) tworzy kompletny system residuum mod m wtedy wigc
aa;,aay,....,a8pm) pod warunkiem (a,m) =1

Dowdd. Mamy ¢(m) pozostatosci. Jesli dwie z nich sa kongruentne aa; = aa;, a(a;— a;) = 0. Ale 9a,
m) =1 wigc a;i= ga; .
Apliakcja tych idei jest wazne twierdzenie Eulera:

Twierdzenie Jesli (a, m) =1 wtedy a®™ =1 (mod m)

Dowod. Poniewaz aja,,....,ap,m Sa kongruentne do aaj,aa,,....,aa,m W pewnej kolejnosci, ich
iloczyny sa kongruentne .Stad

w(m) e — e
a 111o aa,f.-[m] = aja3 aa,.ﬂ[m]

Specjalnym przypadkiem o podstawowym zanczeniu jest przypadek m = p gdzie mamy

(a,p)=1=a""'=1 (mod p).

Mnozac przez a mamy dla wszystkich przypadkow a? = a (mod p). Inny dowdd tego wyniku
przechodzi przez indukcj¢ na a ; mamy

p
1

Mozna réwniez uzy¢ twierdzenia wielomianu i rozwazy¢ (1+1+...+1)P.

Jeszcze inny dowod mamy przez rozpatrywanie liczby regularnych wielokatéw wypuktych gdzie
kady brzeg moze by¢ pokolorowany jednym z a kolorow. Liczba takich wielokatow to aP, ktore to
sg monochromatyczne. Stad aP — a nie jest monochromatyczne i te wchodzg do zbioru p kazdy przez
obrét przez 2™ n = 1.2..p -1 Idea tego dowodu ma duze znaczenie i wrécimy do niego
poOzniej.

Twierdzenia Fermata i Eulera moga réwniez by¢ widziane z punktu widzenia grup teoretycznych.
Liczby calkowite wzglednie pierwsze dla m 1 < m formujg grupe zgodnie z mnozeniem mod m.
Najwazniejsza rzecza do sprawdzenia tu jest to ,czy kazdy element ma element odwrotny w
systemie. Jesli szukamy elementu odwrotnego dla a formujemy aa,,aa,,....,ad4m) . Juz widzieliSmy
,2€ s to liczby ¢(m) niekongruentne mod m i wzglednie pierwsze dla m. Zatem, jedna z nich musi
by¢ jednostkowa 1 w nast¢pujacy sposéb mamy wynik. Teraz powrécimy do dowodu Eulera od
Lagrange'a, ktory stanowi ,ze jesli a jest elementem grupy G o porzadku m, wtedy a™ = 1. W
naszym przypadku oznacza to ,ze a®™ = 1 lub a”' = 1 jesli p jest liczbg pierwsza. Liczby catkowite
pod p formuja pole odnos$nie + i x .Wiele z waznych wynikow teorii liczb jest opartych na fakcie, ze
cze$¢ multiplikatywna tej grupy (zawierajgca p -1 elementow) jest cykliczna tj istniej liczba g
(nazwana pierwiastkiem pierwotnym z p) taka ,ze 1 = g°,g'0,g%...g"" s nickongruentne mod p. Fakt
ten nie jest trywialny ale pominiemy ten dowod. Bardziej ogdlny wynik grupy teoretycznej w
ktorym zawarty jest okreslenia ,ze kazde skonczone pole jest automatycznie abelowe a grupa
multiplikatywna jest cykliczna. W pier§cieniu wielomianéw ze wspotczynnikami posiada wiele
twierdzen elementarnej teorii rownan. Na przyktad jesli f(x) jest wielomianem ktdego elementy sa
resztami klas mod p wtedy f(x) =0 (mod p) ma co najwyzej p rozwigzan. Dodatkowo jesli r jest

{ﬂ+1}p:ﬂp+()ap_l—---+15apza (mod p)



pierwiastkiem wtedy x —r jest dzielnikiem. Z drugiej strony, nie jest prawda ,ze f(x) = 0 (mod p)
ma przynajmniej jeden pierwiastek. Poniewaz xp — x = 0 ma co najwyzej p pierwiastkow mamy
rozktad na czynniki

P

' —zrz=x(z—1)(x—2)---(z—p+1) (mod p)

Poréwnujac wspotczynniki x mamy (p-1)! = -1 (mod p), co jest twierdzeniem Wilsona, Caley podat
geometryczny dowod twierdzenia Wilsona. Rozwazmy liczbe skierowanych wielokatow z
wierzchotkami regularnego wielokatu (Rysunek 3)

Rysunek 3

To sa (p-1)! w liczbie ktorych p-1 sg regularne. Stad nieregularne jedynki to (p-1)! - (p-1) w liczbie
a te s3 w zbiorze p przez rotacjg.
Stad

P-D!'=(p—-1)=0 (modp)

(p—1)!+1=0 (mod p)

Mozna rowniez poda¢ geometryczny dowod , ktoéry rownocze$nie daje twierdzenie Fermata i
Wilsona 1 proponujemy jako problem znalezienie takiego dowodu. Twierdzenie Wilsona podaje
konieczny i wystarczajacy warunek dla pierwszosci: p jest liczbg pierwsza jesli 1 tylko jesli (p-1)! =
-1 ale jest to trudne praktyczne kryterium

Kongruencje z danymi pierwiastkami

Niech aj,a,,...,ax bedzie zbiorem roznych klas pozostatosci (mod n). Jesli istnieje tam wielomian z
catkowitymi wspotczynnikami takimi ,ze f(x) = 0 (mod n) ma pierwiastki a,,a,...,ax 1 zadnych
innych, nazywamy to zbiorem kompatybilnym (mod n). Niech liczba zbioréw kompatybilnych
(mod n) bedzie oznaczony C(n). Poniewaz liczba podzbioréw tego zbioru sktadajacych z
0,1,2,....n-1 to 2", nazywamyc(n) — % wspotczynnikiem kompatybilnosci n

Jesli n = p jest liczba pierwsza wtedy kongruencja

(r—aqi)lx—as)---(r—ar)=0 (mod n)

ma doktadnie pierwiastkow a;,a,,...,a, Stad c(p) = 1. Wykazano ,ze c(4) = 1 podczas gdy c(n) < 1
dla n= 6,8,9, 10. Udowodnimy ,ze c(n) < 1 dla kazdej liczby zlozonej n # 4. Mozemy réwniez
udowodni¢ ,ze $rednia warto$¢ c(n) jest zerem tj



lim l[n:.*[_li] +c(2)+---+e(n)) =0.

n—o0 1L
Poniewaz c(n) = 1 dla n = 1 1 n = p rozwazymy tylko przypadek gdzie n jest liczbg zlozona.
Przypu$¢my wtedy ,ze uniklany rozktad na czynniki pierwsze n jest podany przez p,*'p,0?..... z

Rozwazmy oddzielneprzypadki

(1) n ma wigcej niz jeden dzielnik pierwszy i
2)n=p*,a>1.

W przypadku (1) mozemy zapisac

n=a*b,(ab)=1,a>b>1
Teraz pokazemy ,ze jesli f(a) = f(b) = 0 wtedy f(0) =0

Dowdd. Niech f(x) = cot+ ¢it+ ... + cox™ . Wtedy

0=af(b)=acy (mod n) i
0=bf(a)= bey (mod n)

Teraz poniewaz (a,b) = 1 istnieje r, s takie ,ze ar + bs = 1 tak wigc co(ar+bs)=0icy=0

W przypadku (2) mozemy zapisad

— 4q0-1

n=p-p
Pokazemy ,ze f (p*') =01 f(0) =0 implikujgc fk p*' )= 0, k=2,3,...

Dowdd. Poniewaz f(0) = 0 mamy ¢, = 0,

fl@)=e1 + ez’ +--- + epa™

f(p*™ 1) = erp™ ' = 0 (mod p),
tak wiec ¢; = 0 (mod p). Ale teraz f(k p*' )=, co bylo wymagane
Wzglednie pierwsze sekwencje sformowane przez iteracje wielomianow (Lambek i Moser)

Bellman przedstawit nastepujacy problem. Jesli p(x) jest nieredukowalnym wielomianem z
catkowitymi wspotczynnikai a p(x) > x dla x > ¢, udowadnia ,ze {p"(c)} nie moze by¢ liczba
pierwsza dla wszystkich duzych n. Nie proponujemy rozwigzania tego problemu ale chcemy
przedstawi¢ kilka uwag.
Jesli p(x) jest wielomianem z calkowitymi wspotczynnikami, wtedy jest k iteracji zdefiniowanych
rekurencyjnie przez p°(x) =x , p*"'(x) = p(p"(x)). Jesli a i b sg liczbami catkowitymi wtedy

p*(a) = p®(b) (mod (a — b))



W szczegdlnosci dla a = p*(c) i b=0 mamy p*(c) = p*(0) (mod p"(c))

Stad

(P*T"(c),p"(e)) = (p*(0),p"(c))
Stad

(p*™(c), p"(c)) = (p*(0),p"(c))
Stad

(P*"(e),p"(¢)) = (*(0),p"(c))

Bedziemy nazywaé sekwencje {a.}, n > 0, wzglednie liczby pierwsze jesli (am, a,) = 1 dla
wszystkich warto$ci m, n z m # n.

Twierdzenie 1 {p"(c)}, n > 0 jest wzglednie liczby pierwsze jesli i tylko jesli (p*(0) , p"(c)) = 1 dla
wszystkichk>0,n>0

Z tego wynika bezposrednio wynik Bellmana: Jesli p*(0) = p(0) # 1 dla k > 1 i jesli (a,p(0)) = 1
implikuje (p(a), p(0)) =1 wtedy {p"(a)}, n > a jest liczbg wzglednie pierwsza kiedy (c,p(0)) = 1
Teraza zbudujemy wszystkie wielomiany p(x) dla ktérych {pn(c)} , n > 0 jest wzglednag liczba
pierwszg dla wszystkich c. Zgodnie z Twierdzeniem 1, {p“(0)} = +/- 1 dla wszystkich k > 1, tatwo
jest zauwazy¢ bioragc n = k i ¢ = 0. Ale wtedy {p*(0)} musi by¢ jedng z nastepujacych szesciu
sekwencji

1, 1, 1,...
1,-1, 1,...
1,-1,—1, ...
~1, 1, 1,...
~1, 1,-1,...
~1,-1, 1,...

Latwo jest zauwazy¢ ze ogdlne rozwigzanie p(x) (z calkowitymi wspotczynnikami) m réwnan

play) = are1. k=0,1,2,...,m—1

jest uzyskiwane ze szczegdlnego rozwigzania p;(x) jak ponizej

p(z) =pi(z) + (z —ar)(z —az)--- (z — ar—1) - Q(z).

gdzie Q(x) jest wielomianen z catkowitymi wspolczynnikami

Twierdzenie 2 {p"(c)} , n > 0, jest wzglednie pierwsza dla wszystkich c jesli i tylko jesli p(x)
nalezy do jednej z sze$ciu klas wielomianow



L +z(z—1)-Qz)
1—z— 22 +z(z? — 1) Q(z)
1—2z% + z(z? — 1) - Q(x))
2¢2 — 1+ z(z? — 1) - Q(x)
2 —r—1+z(z?—1) Q(x)
—1+z(z+1)-Q(x)

W sprawie dyustrybucji reszt kwadratowych

Duzy segment teorii liczb moze by¢ scharakteryzowany przez rozpatrywanie jej jako badanie
pierwszej cyfry po prawej stronie liczb catkowitych. Zatem, liczba jest podzielna przez n jesli jeje
pierwsza cyfra jest zerem kiedy liczba jest wyrazona w podstawie n. Dwie liczby sa kongruentne
(mod n) jesli ich pierwsze cyfry sa takie same w podstawie n. Teoria reszt kwadratowych jest
zwigzana z pierwszymi cyframi kwadratoéw. Szczegélnie interesujacy jest przypadek gdzie
podsatwa jest liczbg pierwsza i bedziemy si¢ ogranicza¢ do tego przypadku.

Jesli wezmiemy na przyktad p = 7, wtedy z kongruencjami (mod 7) mamy 12=1=6% 2*=4=5%]

32 =2 = 4% oczywiscie 0° = 0. Zatem 1,2,4 sg kwadratami a 3,5,6 s,a nickwadratami lub nie
resztami. Jesli a jest resztg z p zapiszemy

a

p

podczas gdy jesli a jest niereszta zapiszemy

(6)-

Z p | c zapiszemy (E) —0 Jest toi notacja przez wzglad na Legendrea. Dla p = 7 sekwencja

P
( @ ) jest zatem
p

Dla p = 23 okazuje si¢ by¢

+t-t--

e R e

Ta sytuacja jest klarowan jesli przyjmiemy punkt widzenia grup teoretycznych Klasy pozostatosci
(mod p) tworza pole, ktoéego grupa multiplikatywna (zawierajaca p-1) jest cykliczna. Jesli g jest
genratorem tej grupy wtedy elementy moga byé zapisane g', g°,.., g”' =1. Parzyste potegi g s3
resztami kwadratowymi; formuja one podgrupe indeksu dwoch. Nieparzyste potegi g sa nieresztami
kwadratowymi. Z tego punktu widzenia jest to jasne.

reszta X reszta = reszta, reszta x niereszta = niereszta, niereszta X niereszta = reszta

Dalsze 1/a przedstawia unikalng inwersj¢ a (mod p) i1 bedzue resztg lub niereszta w zalreznosci czy



samo a jest reszta lub niereszta. Centralnym twierdzeniem w teorii reszt kwadratowych
stanowigcym jedno z najwaznijeszych wynikéw teorii liczb jest Prawo Wzajemnosci Reszt
Kwadratowych udowodnione przez Gaussa okoto 1800 roku. Stanowi ,ze

(E) (E) — (—1)(P—1(a—1)/4
q/ \p

Prowadzi to do algorytmu wartosci decyzyjnej (p / q) .Ponad 50 dowodow tego prawa podano ,
wliczajac w to dowody Zassenhausa 1 Lehmera. W pierwszym dowodzie Gaussa (podat ich siedem)
uzyl lematu — ktéry mowi nam ,ze byl w stanie udowodni¢ ze znacznymi trudno$ciami. Dla p = 1
(mod 4) najmniejsza niereszta p nie przekracza 2\p + 1. Wyniki jakie chcemy oméwié dzisiaj sa w
czesci poprawionymi wynikami a bardziej ogolne zajmujg si¢ rozktadem sekwencji znakow +1—w
(a/p)a=12,.,p-1

W 1839 roku Dirichlet, jako produkt uboczny $ledztwa odnosnie liczby klas form kwadratowych,
okreslit nastgpujace twierdzenie: Jesli p = 3 (mod 4) wtedy wsrod liczb catkowitych 1,2, ..., p-1/2,
jest wiecej reszt niz niereszt. Chociaz jest to elementarne wyrazenie o liczbach catkowitych,
wszystkie opublikowane dowody wliczajac to Chunga, Chowla, Whitmana, Carlitza 1 Mosera
obejmuja szereg Fouriera. Landau bardzo chcial mie¢ dowod elementarny. Chociaz nieco podobne
wyniki podali Whitman 1 Carlitz, wynik Dirichleta okazal si¢ wyizolowany. Zatem Zaden podobny
nieszablonowy wynik nie jest znany w innych zakresach. W 1896 Aladow, w 1898 von Sterneck i w
1906 Jacobsthall zadali pytanie ile razy pojawi si¢ kombinacja ++, --, -+ 1 - -. Wykazali ,Zze kazda z
czterech mozliwo$ci pojawiala si¢ , jak mozna bylo oczekiwaé, z czestotliwoscig Ya. W 1951 roku
Perron zadat pytanie ponownie i udowodnit ,ze podobne wyniki otrzyma si¢ , jeSli zamiast
kolejnych liczb catkowitych, rozwazym,y liczby catkowite oddzielone przez odlegtos¢ d. J.B.Kelly
udowdnit ,wyniki taki ,ze z grubsza rzecz biorgc, wykazuje ,Ze reszty 1 niereszty sa
charakteryzowane przez ta wlasciwos¢. Jacobstahll rowniez uzyskatl cze$ciowy wynik dla
przypadkoéw 3 kolejnych reszt i nie reszt. Niech R, 1 N, beda liczbg blokéw n kolejnych reszt i
niereszt, odpowiednio. Mozna by przypuszczaé, ze R, ~ N, ~ p/2". Wsrdd tych ktorzy przyczynili
si¢ do tej kwestii byli Vandiver, Bennet, Dorge ,Hopf, Davenport i A.Brauer. By¢ moze
najciekawszy wynik osiagnat A.Brauer. Wykazat ,ze dla p > po(n), R, > 0 i N, > 0. Naszkicujemy
czg$¢ jego dowodu. Zalezy on od bardzo ciekawego wyniku Van der Waerdena (1927). Dane s3 k,
1, istnieje liczba catkowita N = N(k,]) taka ,ze jesli jeden oddziela liczby catkowite 1,2,..., N na k
klas w jakikolwiek sposdb, przynajmniej jedna z tych klas bgdzie zawierata cigg arytmetyczny o
dhugosci 1. Jest wiele pytan bez odpowiedzi o tym twierdzeniu, do ktorych wrécimy w dalszych
czgsciach. Wracajac do pracy Brauera, pokazemy ze udowodnil ,ze wszystkie liczby pierwsze maja,
powiedzmy 7 kolejnych reszt. Jeden rozdziela liczby 1,2,...,p-1 na 2 klasy, reszt i nie reszt. Jesli p
jest dos¢ duze jedna z tych klas bedzie zawierata, wedle twierdzenia Van der Waerdena, 49
wyrazow w ciggu arytmetycznym, powiedzmy

a,atb,a+2b.,.....a+48b

Teraz jesli a/b = ¢ wtedy mamy 49 kolejnych liczb o tym samym kwadratowym charakterze,
mianowicie

c,ctl, ct2,....,c+ 48

Jesli sa to reszty to koficzymy. Jesli nie reszty , wtdy przypuszczamy ,ze d jest najmniejsza niereszta
z p. Jesli d > 7 konczymy , wtedy 1,2, ..., 7 sg kolejnymi nieresztami. Jesli d < 7 rozwazmy 7
niereszt ¢, c+d, c+2d,c+6d. Jesli teraz dzielimy to przez niereszte d uzyskamy 7 reszt

(i (i 1 (i ﬁ
adoa’



a wynik jest kompletny Dowdd istnienia niereszt jest znacznie bardziej skomplikowana. Ponadto
warto zauwazy¢ ,ze istnieje blok taki jak + - + - ....ktory nie jest objety tymi metodami.

Teraz wrocimy do zagadnienia podniesionego przez Gaussa. Co mozna powiedzie¢ o najmniejszej
nie reszcie n, liczby pierwszej? Poniewaz 1 jest reszta, odpowiednie pytanie o reszty to "jaka jest
najmniejsza reszta pierwsza 1, z p?" Te kwestie zostaly zaatakowane w 1920 roku przez wielu
matematykow takich jak Nagel, Schur, Polya,Zeitz, Landau, Vandiver, Brauer i Winogradow. Nagel
na przyklad, udowodnit ,ze dla p # 7,23, np < \p. Polya i Schur udowodnili ,ze

b
n
Z (—) < /plogp.
n=a p
Implikuje to to ,Ze jestnie wigcej niz \p log p kolejnych reszt lub niereszt 1 ,ze zakres duzo wigkszy

niz Vp log p ma tyle reszt co nie reszt. Uzywajac tego wyniku i pewnych twierdzeh na temat
rozktadu liczb pierwszych, Winogradow udowdnit ,ze dla p > p,,

1 ‘
n, < p=ve log®p < p%®
Sprawdzajac dowod Winogradowa odkryliSmy ,ze w jego metodzie p, jest zbyt duze, powiedzmy po
> 101(]1“ Niemniej jednak, pomimo licznych prob ten wynik Winogradowa nie zostat znacznie

poprawiony

W 1938 roku Erdos i Ko wykazali ,z¢ istnienie matych niereszt byto $ci§le zwigzane z nieistnieniem
Algorytmu Euklidesa w polach kwadratowych. To pozwolito Brauerowi , Hua i Minowi ponownie
zbada¢ kwesti¢ wyraznych granic dla najmniejszej nie reszty. Brauer juz w 1928 roku udowodnit
liczbg takich wynikow, typowe jest ,ze dla wszystkich p =1 (mod 8)

n, < (2p)* +3(2p)2 +1

a Hua i Min udowodnili na przyktad , ze dla p > e*°,

np < (60,/p) %%

Mate liczby pierwsze (ponizej 10,000,000) byly rozpatrywane przez Benneta, Chatlanda, Brauera ,
Mosera i innych.Catkiem niedawno, nieudowodniona poszerzona hipoteza Riemmana zostata
zastosowana do tych probleméw przez Linnika, Chowla, Erdosa i Ankena. Zatem, na przyktad
Anken uzyt rozszerzonej hipotezy Riemmana do udowodnienia ,ze n, # O (log’p). W przeciwnym
kierunku, Pillai (1945) udowodnit ,ze p # o(log log p). Korzystajac z pierwszej hipotezy Riemmana
a poézniej kilku glebszych wynikow Linnika o liczbach pierwszych w ciagu arytmetycznym,
Friedlander i Chowla poprawili to na n, # o(log p). Pojawito si¢ kilka wynikéw w nieco innym
kierunku stworzonych przez Brauera, Nagela, Skolema, Redei'a i Kanolda. Metoda Redei'a jest
szczegolnie interesujaca. Uzywa on analogii skonczonej geometrii rzutowej do fundamentalnego
twierdzenia Minkowskiego o cialach wypuktych do udowodnienia ,ze dla p = 1 (mod 4),
przynajmniej 1/7 z liczb do p sa resztami i przynajmniej 1/7 jest nie resztami.

Rozwazmy najpierw siatk¢ punktow w kwadracie o rozmiarze m. Poszukamy oszacowania dla
V(m), liczby widocznych punktéw siatki w kwadracie. Wczesniej znalezliSmy co$ takiego

:m.:z =V(m)+V (%) +

a odwracanie przez wzor inwersji Mobiusa daje



Vim) = Z p(d) _%J :

d>1
Tak jak wczesniej prowadzi to do asymptotycznego oszacowania

- 6 o
Vi(m) ~ 3™

Mozemy rowniez uzyskac¢ jednak wyrazne oszacowania dla v(m). Rzeczywiscie, z doktadnego

wzoru dla V(m) mozna wykaza¢ ze dla wszystkich m, V(m) > .6m* Teraz wezmy m = |,/p|. Dla
racjonalnie duzego p mamy /| Vel > som? Teraz z kazdym widocznym punktem siatki (a,b)
zwigzemy liczbe a/b (modp). -~ -~ - Teraz pokazemy ,ze wyrazny widoczny punkt

odpowiada wyraznej liczby. Zatem, jesli a/b = c/d wtedy ad = bc. Ale ad <pibc <p. Stad, ad =bc i
a/b = c¢/d. Jednak (a,b) = (c,d) =1 tak wigca=cib=d.

Poniewaz mamay przynajmniej .59 wyraznych liczb reprezentowanych przez utamek a/b, a < \p, b
< p, przynajmniej .09 z nich bedzie odpowiadato nie resztom. Jesli R oznacza liczbe reszt < \p a
N liczba nie reszt < Vp, wtedy R + N = vp a 2RN > .09p. Rozwiazanie tej nieréwnosci daje RN > .
04+p. Jest to stabszy wynik niz Nagela ale ma ta zalete ,ze przechowuje liczby pierwsze p = 3 (mod
4) jak rowniez p = 1 (mod 4). Zatem, wyjatkami okazuja si¢ tylko liczby pierwsze 7 1 23. Dla liczb
pierwszych p = 1 )mod 4=, -1 jest nie resztg i moze by¢ uzywane razem z powyzsza metoda dla
uzyskania mocniejszych wynikéw. Mozna rowniez skorzystac z istniejacych wielu nie reszt < \p
dla udowodnienia istnienia jednej matej nie reszty, ale wyniki uzyskiwane w ten sposob nie sg tak
mocne jak wyniki Winogradowa.

VI. Réwnania diofantyczng

Tom 2 "Historii Teorii Liczb" Dicksona zajmowat si¢ rownaniami diofantycznymi. Jest to tak duze
jak pozostale dwie czgsci razem. Jest zatem oczywiste ,ze nie zajmiemy si¢ wszystkimi rzeczami
zwigzanymi z tym tematem. Skupimy naszg uwage na pewnych problemach, ktore sg interesujace
cho¢ nie majg kluczowego znaczenia. Jednym z takich probleméw jest rOwnanie diofantyczne n! +1
= x? wspomniane wczesniej w tekScie. Problem datuje sie od 1885 roku kiedy H.Brochard
przypuszczal ,ze jedynym rozwigzaniem sg 4!+1 = 5%, 5!1+1=11*i 7!+1 = 71> . Okoto 1895 roku,
Ramanujan podat to samo przypuszczenie ale nie poczynil postgpdw w rozwigzaniu problemu.
Okoto 1940 roku, problem pojawil si¢ jako elementarny (!!) problem w Monthly Nie
zaproponowano zadnego rozwigzania. Jednak w 1950 roku niepoprawne rozwigzanie zostato
opublikowane 1 od tego czasu zostalo dokonanych kilka wadliwych préob udowodnienia tego
wyniku .Ponownie okoto 1950 roku kto$ podjat sitowa probe sprawdzenia przypuszczenia dla n =
50. Jednak juz wcze$niej w swojej ksiazce o teorii liczb, Krajczik juz udowodnit wyniki do 5000.
Jak wiemy problem pozostat. Teraz podamy oznaczenie metody Krajczika. Przypusémy ,ze chcemy
sprawdzi¢ 100!+1. Pracujac z (mod 103) mamy

. 1 1
100(~2)(~1) = -1, 1001+ =0, 100! +1=_ =52

Jesli teraz 52 jest niereszta ze 103 osiggniemy nasz cel. W przeciwnym razie mozemy
przeprowadzi¢ podobne obliczenia z innym p > 100 , powiedzmy 107. Zauwaz ,ze 100!+1 =0 (mod
101) nie daje zadnej informacji. Wariacje tej metody moga by¢ uzyte do eliminacji wielu liczb
hurtowo i to jest to co zrobit Krajczik. Mamy teraz zarys dowodu ,ze



n!+1=x%
ma tylko skonczong liczbe rozwigzan. Dowdd ten zalezy od dwoéch faktow na ktory nieokazaty sie
udowodnione:

(1) Kazdy dzielnik nieparzystej liczby pierwszej x*+1 jest w postaci 4n+1
(2) Jest mniej wigcej tak wiele liczb pierwszych 4n+1 co 4n+3

Teraza n!+1 = x* daje n!=x*-1 = (x*+1)(x*+1)(x>-1); prawy skladnik liczb pierwszych 4k+1 i 4k-1
jest ten sam a po lewej wszystkie nieparzyste czynniki pierwsze z(x*+1)(x*+1) tj o (n!)** iloczynu sg
w postaci 4n+1.

Teraz przejdziemy do catkiem innego problemu. Czy réwnanie

1ﬂ_2ﬂ+____|[m._1}ﬂ-:m.ﬂ

ma rozwigzania w liczbach catkowitych innych niz 1+2=3? Tu mamy kilka bliskich rozwigzan:

32 +4% =52,
3% + 4% + 5% = 63,

16 +26 + 45 476 + 96 + 126 4 135 4 155 4 165 + 185 + 206 4 226 4 236 — 28°
Teraz mamy zarys dowodu ,ze jesli jakie$ rozwigzanie istnieje wtedy m > 10", o
Liczba wyizolowanych rownan wyrazonych suma n-tych poteg liczb catkowitych jako n-tych poteg
liczb catkowitych sg znane od dawna. Niektore przyktady

3% 4 4% 4+ 5% =6°

1010

Zrﬁ 1t 2t 3t gt 10% — 144 — 724 = 2194
i—1

1° +2% + 4% +5° 4+ 6° + 7 + 9% 4 12° +13° 4 15° 4+ 16°
+18° +20° + 21° + 226 + 23% = 285,
Z drugiej strony jedynym znanym rozwigzaniem w liczbach catkowitych dla réwnania w tytule ,jest

1 + 2 = 3. Erdos przypuszczat ,ze jest to jedyne rozwigzanie. Naszym celem jest pokazanie ,ze jesli
rownanie ma rozwigzanie z n > 1 wtedy m > 10"

Niech S,(m) oznacza mz_:l . W dalszej czesci zaktadamy

i=1

Spm)=m", n>1

Mozliwe jest zbadanie tego z r6znymi modutami 1 tym samym uzyska¢ ograniczenia na m i n. Jest
to w zasadzie nasza metoda, ale moduty sa tak dobrane ,ze mozemy potaczy¢ wyniki kongruencji
tak aby uzyska¢ bardzo duze granice dla m bez zmudnych obliczen. Uzyjemy ponizszego lematu.

Lemat 1 Jesli p jest liczbg pierwsza a €.(p) jest zdefiniowane przez &.(p) = -1 kiedy (p-1) | n a &.(p)
= 0 kiedy (p-1) nie jest podzielne przez n wtedy

Sn(p) =en(p) (mod p)
Przypusémy teraz p | (m-1) , wtedy



m—1 _
P L p

ﬁ:m—l

Sn(m) =

(7 +ip) - en(p)

Z drugiej strony m = 1 (mod p) tak wigc przez

m— 1
D
Stad &,(p) Z 0 (mod p) tak wiec z definicji £.(p) wynika ,ze e.(p) =-1 a

-en(p) =1 (mod p)

p | (m-1) implikuje (p-1) | n
Zatem mozna przedstawi¢ nastepujaca forme

—1
m——|—1£D (mod p)
p

lub
m—1+p=0 (mod p?)

Z powyzszego wynika ,ze m-1 jest wolnym kwadratem. Dalej, poniewaz latwo jest sprawdzi¢ ,ze
m-1 # 2 wynika ze m-1 musi mie¢ przynajmniej jeden pierwszy dzielnik, wigc n jest parzyste. Teraz
pomnozymu razem wszystkie kongruencje , ktdra jest jedng dla kazdego pierwszego dzielenia m-1.
Ponewaz m-1 jest wolnym kwadratem, modul wynikowy to m-1. Ponadto, iloczyny zawierajace
dwa lub wiecej roznych wspolczynnikéw postaci (m-1)/ p beda podzielne przez m-1.Zatem

uzyskujemy

(m— 1) Z l—I—IEEI (mod m — 1)

P

pl(m—1)
lub

1 1
Z -+ =0 (mod 1)

m— 1
pl{m—1) p

Jedyne wartosci m < 1000 ktoére spetniajg powyzsze to 3,7,43. Przejdziemy do opracowania trzech
kongruencji, podobnych do powyzszej, co w potaczeniu z nig prowadzi do gtownego wyniku.

Roéwnanie
Spm)=m", n>1
moze by¢ zapisane w postaci
Splm+2) =2m" + (m+ 1)"
Przypusémy ,ze p | (m+1). Uzywajac

(mod p)



Sn(p) =cen(p) (mod p)

1 faktu ,Zze n jest parzyste, uzyskujemy

p | (m+1) implikuje (p-1) |n

m+ 1
p
Z tego wynika ,ze zadna nieparzysta liczba pierwsza pojawia si¢ z wyktadnikiem wigkszym niz
jeden w m+1. Liczba pierwsza 2 jednak., wymaga specjalnej uwagi. Jesli zbadamy

+2=0 (mod p)

Spm)=m", n>1

z modulo 4, i uzyjemy faktu ,ze n jest parzyste,wtedy odkryjemy ,ze m+1 =1 lub 4 (mod 8). Zatem
m+1 jest nieparzyste lub zawiera doktadnie 2 do drugiej potegi. Jesli zatozymy druga z mozliwosci
wtedy mozna wstawi¢ postac

m+1

2p
Mnozymy wszystkie razem kongruencje powyzszego typu. Ten modul wtedy staje si¢ m+1/2.
Ponadto kazdy warunek zawierajacy dwa lub wigcej roznych wspotczynnikow m+1/2p beda
podzielne przez m+1/p tak wigc w uproszczeniu uzyskamy

> 1.2 (mod 1)
p m+1

+1=0 (mod p)

pl{m+1)
Przejdziemy do znajdowania dwoch lub wigcej kongruencji podobnych do powyzszej bez uzywania
zalozenia ,ze m+1 rowna si¢ siedem. Przypusémy ,ze p | 2m-1 iniech , _ 1 (Qm—'l _1) .Wyraznie t

jest liczbg catkowita a | — tp o 21 - .Poniewaz n jest parzyste AN a" = (-a)"
m-—1=1ip—+ SR

tak ,ze
p—1\ _ =alp)
Sh (—2 ) = (mod p).
Teraz
t—1p—1 (p—1)/2 )
Sn(m) = ZZ[} + ip)™ + E A— (t s E)En{pj (mod p)
=0 7=1 i=1

Z drugiej strony m" = 0 (mod 0) tak wiec

Spim)=m", n>1 i

t—1 p—1 ip—1)/2

Sa(m)=>"> (G+ip)"+ » i"

i=0 7=1 i=1

1\
)snuﬂ (mod p)

Il
T
_|_

b2 |



implikuja  &.(p)£0 .Stad p-1/n i z twierdzenia Fermata m" = 1 (mod p). Zatem powyzsze dwa
roOwnania daja —(t—%) =1 (mod p)
Zastepujac t przez jego wartos¢ 1 upraszczajac uzyskujemy
2m — 1
P
Poniewaz 2m-1 jest nieparzyste implikuje to ,ze 2m-1 jest wolnym kwadratem. Mnozenie
kongruencji powyzszego typu , po jednej dla kazdego r pierwszego dzielnika 2m-1 otrzymamy

+2=0 (mod p).

1
2’"—1(2 -1) ) ——|—2)El} (mod 2m — 1).
(2m — 1 = ‘mod 2m )

pl{(2m—1)

Poniewaz modut jest nieparzysty daje to

W koncu uzyskujemy odpowiednig kongruencj¢ dla pierwszego podzielnika 2m+1. Dla tego celu
zapiszemy postac

Splm + 1) =2m"

Przypu$¢my ,ze p | 2m+1 .Ustawmy o — 1 (M _ 1) .Uzywajac argumentu odkryjemy ,ze
(p-1) |ni2m +1 jest wolnym wolnyn P kwadratem,. Na koncu uzyskujemy

1 4 .
Z ——ﬁzﬂ (mod p).
plem+n P AT i

Zatozmy ponwnie ,z m+1 jest parzyste. Jesli teraz dodamy lewe strony

]

1 2

> e 2 Y tm X ata
_— . - p 2m+1 2m— 1
pl(m—1) p m—1 p(m+1&p m+1 p|(2m+1) pl(2m—1) P

uzyskamy liczbe catkowita przynajmniej 4. Zadna liczba pierwsza p > 3 nie moze byé dzielona
wigcej niz raz przez liczby m-1, m+1, 2m-1, 2m+1. Dalej 2 1 3 moga by¢ dzielone wigcej niz dwa
przez te liczby. Zatem, jesli M = (m-1) (m+1)(2m-1)(2m+1) wtedy

1 2 2 4

1 1 1
— + + + - >4 ——— =,
Zp m—1 m+1 2Zm-—-1 2m+4+1"— 2 3
p| M

Widzielis$my juz ,ze jedyng mozliwo$cig dlam zm < 1000 sa 3, 7 1 43.

Lemat 2

Z 1 516

p<107 P

Dowdd Przez bezposrednie obliczenie



Z 1 < 2.18.

p<ios P

Z tablicy Lehmera i wyraznych szacunkéw dla n(x) ze wzgledu na Rosnera, fatwo mozna sprawdzié¢
,ze dla 10° <x <107,

12z

log =

m(x) <

VII. Rombinatoryezna Teoria lsiczb

Istnieje wiele interesujacych pytan, ktore lezag pomiedzy teorig licza a analiza kombinatoryczng.
Rozwazmy jedno z nich, ktore postawit 1.Schur (1917) i zwigzane jest w zaskakujacy sposob z
Twierdzeniem Fermata. Ogolnie rzecz biorac, twierdzenie Schura stanowi ,ze jesli n jest state i
wystarczajagco wiele kolejnych liczb catkowitych 1,2,3...podzielonych na klasy n, wtedy
przynajmniej jedna klasa bedzie zawierata elementy a,b,c, z atb=c. Rozwazmy fakt, ze jesli
oddzielimy dodatnie liczby catkowite mniejsze niz 2" na n klas przez wstawienie 1 w klasie 1,
nastepnie 2 w klasie 2, nastepnie 4 w klasie 3, itd, wtedy zadna klasa nie zawiera sumy dwdch
swoich elementow. Alternatywnie, mozemy zapisa¢ kazda liczbe catkowita m w postaci 250 gdzie 0
jest nieparzyste, 1 umie$ci¢ m w k-tej klasie. Ponownie liczba mniejsza niz 2n bedzie lezata w n
klasach i jesli m; = 20, a m, = 2%0, s w klasie k wtedy m; + m, = 250,+0,) lezy w wyzej
numerowanej klasie. Bardziej skomplikowany sposév dystrybucji liczb  catkowitych
przedstawionych ponizej pozwala na dystrybucje 1,2,... 3"-1/2 na n klas w taki sposob ,ze zadna
klasa nie ma rozwigzania a+b=c:

1 2 5
3 4 6
10 11 7

13 12

L

Z drugiej strony, twierdzenie Schura stanowi ,ze jesli jeden oddziela liczby 1,2,3,...[n!e] na n klas
w jakikolwiek sposob przynajmniej jedna klasa bedzie zawierala rozwigzanie at+b=c. Roznica
miedzy ostatnimi dwoma wyrazeniami ujawnia interesujacy nierozwigzany proble, mianowicie,
czy mozna zastapi¢ [nle] w wyniku Schura przez rozsadng mniejsza liczbg? Pierwsze dwa
przyktady wykazuja ,ze z pewnos$cig nie mozemy zej$ci nizej jak 2"-1, a ostatni przyktad przyktad
pokazuje ,ze nie mozemy zej$¢ nizej 3"-1/2. Teraz podamy definicj¢ i stworzymy kilka uwag aby
utatwi¢ dowod twierdzenia Schura

Niech TO =1, T, =nT,, + 1. Latwo sprawdzi¢ ,ze

1 1 1 i
— 4 — 1+ . — | = [q3!
T, = n! (1 T + -+ -n!) = [n! €]
Tak wigc twierdzenie Schura moze by¢ rozwinigte tak: Jesli 1,2,..., T, sg podzielone na n klas w
jakikolwiek sposob, przynajmniej jedna klasa bedzie zawierata rozwigzanie a+b=c. Udowodnimy to
przez zatozenie ,ze liczby 1,2,...T, skalsyfikowano na n sposobow bez klasy zawierajacej



rozwigzania a+b=c i uzyskujac z tego sprzeczno$¢. Zwrdo¢ uwage ,ze warunek a+b # ¢ oznacza ,ze
zadna klasa nie moze zawiera¢ roznicy dwoch ich elementow. Przypuscmy ,ze jaka$ klasa ,
powiedzmy A zawiera elementy a, < a, <... Tworzymy ich réznice w nastepujacy sposob

bl = as —aq, bg:ag—{{-h 53:{'{-4—&1,

c1 =ba—b1, co=ba—b1, ca=Dbs— by, ...

dl =y — 1. dg:C3—Cl, {'Egzc_i—{‘l:

1 tak dalej. Zauwazmy ,ze wszystkie b,c,d itd r6znig si¢ od a a zatem nie mogg leze¢ w A. Teraz
zaczniemy z T, elementami . Co najmnigj

T,
\‘_ +1‘ :Tn—l +1
i

z nich musi leze¢ w pojedynczej klasie, powiedzmy A;. Wtedy formujem,y T, b. Te nie lezag w A, a
zatem leza w pozostatych n-1 klasach. Co najmnie;j

Tn-
L 1+1J:Tn—2_1

n—1

z nich musi leze¢ w pojedynczej klasie, powiedzmy A,. Formujemy ich T, réznice, c. Te dajg T,
liczb albo w A, albo A,. Kontynuujac w ten sposéb dostajemy T,; liczb nie w A,As,A;. W ten
sposob ewentualnie uzyskujemy T, = 1 liczb nie nalezacych do Aj,A,,...,A,. Ale wszystkie liczby
tworzy si¢ migdzy liczbami 1,2,..., T, tak wigc mamy sprzecznos$¢, ktora udowadnia twierdzenie.
Okreslimy, bez udowadniania, zwigzek z twierdzeniem Fermata. Naturalnym podejsciem do
twierdzenia Fermata bedzie proba wykazania ,ze x" + y" = z" (mod p) jest nierozwigzywalne
modulem jakiego$ p, o ile p nie dzieli x*y*z. Jednak twierdzenie Schura moze by¢ uzyte do
wykazania ,ze ta metoda musi by¢ btedna i rzeczywisci jesli p > nle wtedy x" + y" = z" (mod p) ma
rozwigzanie z p nie wspolczynnikiem xyz. Nieco podobne do twierdzenia Schura jest znane
twierdzenia Van der Waerdena, ktore pokrétce zbadamy. Na poczatku lat dwudziestych powstat
nastepujacy problem w zwigzku z dystrybucja reszt kwadratowych. Wyobraz sobie, ze zbidr
wszystkich liczb calkowitych podzielonych w jakis sposob na dwie klasy, Czy mozna twierdzi¢ ,ze
rozktad arytmetyczny dowolnej dlugos$ci moze by¢ znaleziony przynajmniej dla jednej z tych klas?
Problem pozostat nierozwigzany od lat, mimo skoncentrowanych wysitkow wielu wybitnych
matematykow. Zostat w koncu rozwiazany przez Vad der Waerdena w 1928 roku. Poniewaz nie jest
niczym niezwyklym przy takich problemach, pierwszym krokiem Van der Waerdena byto
uczynienie tego problemu bardziej ogdlnym a tym samym tatwiejszym.Van der Waerden
udowdnitco nastepuje: Dane liczby catkowite k i 1, istnieje liczba catkowita W = W(k,]) taka ,ze
jesli liczby 1,2,3,...., W sa podzielone na k klas w dowolny sposéb, wtedy przynajmniej jedna klasa
bedzie zawierata lwarunkéow w rozktadzie arytmetycznym. Nie podamy tu dowodu Van der
Waerdena.Jest niezwykle trudny i prowadzi tylko do fantastycznie duzych granic dla W(k,l). Z tego
powodu czytelnik moze rozwazy¢ wart rozwazenia nierozwigzany problem znajdowania
alternatywnie prostszych dowodow, ze W(k,l) istnieje 1 znalez¢ rozsadne granice dla niej. Bedziemy
mieli wiecej do powiedzenia o funkcji W(k,l) troche po6zniej. Nasz kolejny problem z
kombinatorycznej teorii liczb jest to sekwencja "nonaveraging". Wywotajmy sekwencje A:a; < a, <
a3 < ... nie $rednig jesli nie zawiera $rednig z dwoch jego elementdw tj a; + a;# 2ay (i #j). Niech A(n)
oznacza liczbe elementéw w A nie przekraczajacg n. Glowny problem to oszacowanie jak duze
moze by¢ A(n) jesli A nie jest niesrednig. Mozemy sformowac niesrednig sekwencj¢ zaczynajac od
1,2, .. a potem zawsze biorgc najmniejszg liczbe , ktdra nie narusza warunku niesredniego zbioru. W
ten sposob uzyskujemy 1,2,4,5,10,11,13,14,28,29,31,.... Interesujacym faktem jest ,ze ta sekwencja
jest zwigzana z trojkowym zbiorem Cantora. Rzeczywiscie, pozostawimy to jako ¢wiczenie,
udowodnienie ,ze ta sekwencja moze by¢ uzyskiwana przez dodanie 1 do kazdej liczby catkowite;j



ktora reprezentuje w podstawie 3 zawierajacej tylko 0 lub 1. Sekwencja ta jest maksymalna w tym
sensie ,ze zadna nowa liczba nie moze by¢ wstawiona do tej sekwencji bez niszczenia jej nie
sredniego charakteru. Ten, jak réwniez inne fakty, doprowadzity Szerekesa (okoto 1930 roku) do
przypuszczenia ,ze ten zbior byl tak gesty jak kazdy niesredni zbior. Dla tego zbioru, funkcja
zliczania moze by¢ latwo oszacowana ~n'*#*°¢®  Dlatego pojawilo si¢ znaczne zaskoczenie gdy
Salem 1 Spencer (1942 rok) udowodnili ,7e mozna mie¢ niesredni zbior liczb catkowitych < n
zawierajacy przynajmniej

nl—c'_,’ Vioglogn

mozemy zdecydowac czy x jest w R na podstawie nastgpujacych zasad

Po pierwsze musimy dotgczy¢zbidér x w zbiorze nawiasdéw, stawiajac pierwsze cyfry (liczac od
prawej do lewej) w piwerwszym nawiasie, kolejne dwie w drugim nawiasie, kolejen trzy w trzecim
nawiasie 1 tak dalej. Jesli ostatni niepusty nawias (nawias najdalej na lewo, ktory nie sklada sie¢
wylacznie z zer) nie mam maksymalnej liczby cyfr, mozemy wypeti¢ go zerami. Na przyktad
liczby

a = 32653200200, b= 100026000150600, ¢ = 1000866600290500

mozna zanawiasowac tak

a = (00003)(2653)(200)(20)(0)
b= (10002)(6100)(150)(60)(0)
¢ = (10008)(6600)(290)(50)(0)

odpowiednio. Treraz przypusémy ,ze r-ty nawias w z zawiera niezerowe cyfry, ale wszystkie dalsze
nawiasy na lewo sa 0. Wywotajmy liczb¢ przedstawiajacg cyfry w i-tym nawiasie X; , 1 =1,2,...,r -2.
Dalej, oznaczmy przez 7 liczbe przedstawiang przez cyfre¢ w ostatnich dwoch nawiasach wzigte
razem, ale wykluczajac ostatnig cyfre¢. Dla x nalezacego do R wymagamy

(1) ostatnia cyfra x musi by¢ 1

(2) x; musi zaczyna¢ si¢ o d 0 dlai=1,2,...,r-2

B) X+ ... txo'= T
W szczegolnosci, zwro¢ uwage ,ze a spetnia (2) ale narusza (1) 1 (3) tak wigc a nie jest w R; ale b i
¢ spetniajg wszystkie trzy warunki i sg w R. Aby sprawdzi¢ (3) odnotuj ,z¢ 60°*+150* = 26100.
Nastepnie udowodnimy,ze zadna z trzech liczb catkowitych w R nie jest w rozkladzie
arytemtycznym. Po pierwsze odnotuj ,ze je$li dwa elementy z R majg rozne liczby niepustych
nawiasOw ich $rednia nie moze spetnia¢ (1). Zatem, musismy tylko rozwazy¢ $rednie elementow z
R majg tg samg liczbe niepustych nawiasow. Z (1) 1 (3) wynika ,ze te dwa elementy z R moga by¢
srednimi nawiasam przez nawaisy dla pierwszych r-2 nawiasow i réwniez dla ostatnich dwodch
nawiaséw wzietych razem. Zatem w naszym przyktadzie

1 1 |

5(60 +50) = 55, (150 +290) = 220,
1

(100026100 + 100086600) = 100056350 |

%{b + ¢) = (10005)(6350)(220)(55)(0)

= _ 1
To narusza (3) i nie jest w R. Genralnie udowodnimy ,ze je$lix iy sgw R wtedy < — 3 (z +y)



narusza (3) i nie jest w R
Poniewaz x 1y sg w R

_ _ r—2 9 9
__ Tty _Z Ty T ¥
T2 2
i=1
Z drugiej strony z w R implikuje
—2 2
_ N 2 X (& + yi)
= zZ; = 5
i=1 1=1
Stad jesli z jest w R wtedy
r—2 r—2 w:
Z z? +y? Z (zi + y:i)?
2 2
i=1 i=1
Zatem
T—Q 2.
Z ( 1 yz_] — 'D.
. 2 '
=1

co implikuje x; =y;dlai=1,2,...,r-2. To razem z (1) i (2) implikuje ,ze x 1 y nie sg rézne.
Sekwencja Szerekesa zaczyna si¢ od 1,2,4,5,10,11,..... Nasza sekwencja zaczyna si¢ od

100000, 1000100100, 1000400200, ....

Niemniej jednak warunki naszej sekwencji sa znacznie mmniejsze niz te odpowiadajagce warunkom
sekwencji Szerekesa. Teraz oszacujemy ile liczb catkowitych w R zawiera doktadnie r nawiasow.
Biorgc pod uwage r nawiasow mozemy sprawic ,ze pierwsza cyfra w kazym r-2 nawiaséw to 0.
Mozemy wypelni¢ pierwsze r-2 nawiasy w sposob arbitralny. To moze by¢ zrobione na

sposobdw. Ostatnie dwa nawiasy moga by¢ wypetnione w taki sposéb aby spetiaty (1) i (3). Aby
zobaczy¢ to musimy tylko sprawdzi¢ ,ze ostatnie dwa nawiasy nie bedg przepetiony, i ze ostatnie
dwie cyfry, ktore ustawiliSmy na 1 , nie beda z nimi interferowa¢. Wynika to z nierowno$ci

I:\:I.{]]-]Q -+ [1[}2] L4 ':\].DT_EJE < 1D2|f_r—l‘.|

Dla danego n niech r bedzie liczbg catkowitg okreslong przez

lﬂér[r+1:' << ID%{T+1‘J{T+E"J (D)

Poniewaz wszystkie liczby catkowite z wigkszo$cig r na 103 (r—=2)(r—1) przekraczaé n, a poniewaz
r nawiaséw moze by¢ wypehionych do specyfikacji na sposobow, mamy



R(n) > 103 (r—1)(r=2) 2

Po prawej stronie (1) mamy

r+2>4/2logn

wigc (2) implikuje ,ze
R{ﬂ-} - l[}%f_r—i]f_r—ﬂ - lﬂlwgn—cu']ugn - ID[]Dg n][l—c‘_;'\,r'lr_:-g 'r1]

gdzie wszystkie logarytmy sa o podstawie 10

Stare domysty byly takie ,ze A(n) dla kazde; niesredniej sekwencji. Zostato to
udowodnione w 1954 roku ™ ' przez K.F.Rotha. Jego dowod nie jest elementarny.
L.Moser uzyt podobnej techniki dla uzyskania nizszej granicy dla funkcji W(k.l) Van der Waerdena.
Udowodnit ,ze W(k,I) > 1k"# , tj wykazal ,jak roztozy¢ liczby 1,2,...[Ik"¢* ] na k klas w taki sposob,
ze zadna klasa zawierajaca 3 warunki w rozkladzie arytmetycznym. Uzywajac catkiem réznych
metod Erdos i Rado wykazali ,ze W(k,]) > \2IK". Erdos podnidst nastgpujaca kwestie: Jaka jest
maksymalna liczba catkowitych a; < a,< ... < a, < n taka ,ze 2" sumy roznych a wszystkie sg rozne?
Potegi 2 pokazujg ,ze jedna moze da¢ k+1 a nie przekraczajacy 2* a jedna moze faktycznie daé k+2
a ponad 2* spetniajace wymagany warunek. Z drugiej strony, wszystkie sumy sg mniejsze niz kn tak
wigc

2k < kn, (1)

co implikuje

logn Nloglogn

k< + (14 0(1)) oz 2

log 2

Teraz pokazemy jak Erdos 1 Moser poprawili te szacunki do

2% < 4kn, (3)
co implikuje
logn | Jdoglogn
k< +(1+4+o0(1l))———. 4
log 2 (1+0(1)) 2log2 4
Przypuszczenie Erdosa jest takie
og N :
k log 2 + o(1). (5)

Oznaczmy sume roéznych a przez s;,s,,..., 52k 1 niech A = a,;+a,+...+a,. Zauwaz ze $rednia suma to
A/2 poniewaz mozemy zsumowaé kazda pare z suma komplementarnego zbioru .Sugeruje to ,ze
szacunek Ay?

' Z%- (52 4) .

2

Mamy



2
A 1 -
Z(Sr?) =) (e tay - ap)?

i
gdzie ostatnia suma przebiega przez 2* mozliwych rozkladow znaku. Przy podnoszeniu do kwadratu
odkryjemy ,ze wszystkie krzyzowe warunki przychodzg w parach gdzie kazdy a? pojawi si¢ 2" razy

Zatem
A 2
E (5,5 — E) — 2F E a? < 25727k

g

Zatem liczba sum s; dla ktorych

A
8 — —
t 9

= n-\/E

nie moze przekracza¢ 2*'. Poniewaz wszystkie sumy sg inne, mamy 2*' roznych liczb w zakresie
dtugosci 2nVk  Daje to 2¢' < 2nvk jak wymagano. Niech a, < a, < ... bedzie nieskonczona
sekwencja liczb catkowitych a zdefiniowane f(n) bedzie liczbg rozwigzan z n= a; + a; gdzie
wszystkie rozwigzania liczy si¢ raz. G.A. Dirac 1 D.J .Newman podali interesujacy dowod ,ze f(n)
nie moze by¢ stata na jakims etapie. Jesli f(1+1) = f(1+1) = ... bedziemy mieli
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A

=P(a)+ai—, (J+1)=a)

Ba | =

A

gdzie P(z) jest wielomianem stopnia < l. Jesli z — -1 na osi rzeczywioste] po prawej stronie
pozostaje ograniczony, ale z lewej strony dazy do nieskonczonosci, poniewaz oba warunki po lewej
stronie s3 dodatnie a drugi zmierza do nieskonczonosci. Ta sprzeczno$¢ dowodzi twierdzenia. Turan
1 Erdos przypuszczali ,ze jesli f(n) > 0 dla wszystkich wystarczajaco duzych n wtedy lim sup f(n) =
o ale to wydaje si¢ bardzo trudne do udowodnienia. Jeszcze silniejsze domysty byty ,ze jesli a, >
ck? wtedy lim sup f(n) = o0. Najlepszym znanym wynikiem w tym kierunku jest tylko li sup f(n) >
2.

Fuchs i1 Erdos udowodnili ,ze

S k) =cnto|
— logn

jest niemozliwe. Jesli a, = k* przychodzi do problemu punktow siatki w okregu o promieniu n.
Hardy i Landau udowodnili ,ze

ki

Z flk) =mn+ o(nlogn)

k—1
nie posiada. Cho¢ nie tak silny jak ten, wynik Erdosa i Fuchsa ma zastosowanie do duzo bardziej
ogolnych sytuacji i jest duzo tatwiejszy (ale nie bardzo tatwy) do udowodnienia.
Niech a; < a, < ... bedzie nieskonczong sekwencja liczb catkowitych. Erdos przypuszczat a G.G.
Lorentz udowodnit ,ze istnieje sekwencja {b;} zerowje gestosci taka ,ze kazda liczba catkowita jest



w postaci a; + b;. Interesujagcym nierozwigzanym problemem w tym kierunku jest znlezienie
sekwencji B: b; <b, < ... z funkcjg zliczajacg B(n) < cn / log n taka ,ze kazda liczba catkowita jest
w postaci 2"+b;. Niech a; < a,< .... < a,, bedzie 2n liczbami catkowitymi w przedziale [1,4n] a b, <
b, < ... < by, pozostalymi liczbami w tym przedziale. Erdos przypuszczat ,ze istnieje liczba
catkowita x taka ,Ze liczba rozwigzan a; + x = b; jest to co najmniej n. Catkiem tatwo wykaza¢ ,ze
istnieje x takie ,ze liczba rozwigzanh a; + x = b; to przynajmniej n/2. Obserwujemy ,ze liczba
rozwigzan a; +y = b;to 4n” i ,ze jest 8n mozliwych wyboréw z y tj -4n <y <4n,y # |0. Zatem dla
pewnego yj jest przynajmniej n/2 b w ai + y,. P.Scherk poprawit n/2 na n(2-V2) = .586n. Zupelenie
inng metoda L.Moser poprawit to na .712n. Z drugiej sdtrony Selffidge, Ralston i Motzkin uzyli
S.W.A.C dla obalenia oryginalnego przypuszczenia i1 znlezli przyktady gdzie ,zadna liczba nie jest
reprezentowalna wigcej niz .8n razy jako roznica miedy a a a b. Jeszcze inny zbiér ciekawych
problemoéw z dziedziny kombinatorycznej teorii liczb obracajg si¢ wokol pojecia tancucha
dodawania wprowadzony przez A.Scholza. Lancuch dodawania dla n jest zbiorem 1 = a; <a,; ... <a,
= n takie ,ze kazdy element a, moze by¢ zapisany jako suma a, + a. poprzedzajacych elementow
fancucha. Na przyktad dla n = 666

1,2,4,8,16, 24, 40, 80, 160, 320, 640, 664, 666
fromujemy tancuch z r = 12; to samo dotyczy
1,2,3,6,9,18, 27,54, 81, 162, 324, 648, 666.
W kazdym przypadku musimy mie¢ a,=2 1 a, = 3 lub 4. Przez dlugo$¢ 1 = 1(n) Scholtz rozumiat

najmniejsze | dla ktorego istnieje tanicuch dodawania ag,ai,...,ai =n
Scholtz przedstawil co nastgpuje

m+1<f(n)<2mfor 2™ +1<n<2™" (m>1)
£(ab) < £(a) + £(b);

£2m —1) < m 4+ £(m +1).

Pierwsze dwa sa tatwe do udowodnienia. Trzeci przypuszczalnie bedzie falszywy. Scholtz
przypuszczat ,ze pierwsze moze by¢ poprawione i podwyzszone do pytania czy lub nie

. £(n)
1 < limsup <2
n—oo  10Ea T
moze by¢ poprawione.
W dalszej cz¢$ci udowodnimy i damy zarys dowodu A,Brauera ,ze

f(n) ~ logy n.

Zatézmy, ze liczby calkowite sa zapisane o pdostawie 2 i szukamy tancucha dodawania
powiedzmy dla 10110110. Mozemy sformowac tancuch

1,10, 100,101, 1010, 1011, 10110,101100, 101101, 1011010,
1011011,10110110,101101100,101101101.

W tym procesie, kaza cyfra "kosztuje" przynajmniej dwa elementy w tancuchu, tak wigc 1 < 2log.n.
Poniewaz lewa strona nierownos$ci (1) jest trywialng metodg wskazania powyzej danwego dowodu
(1). Idea Brauera jest zbudowanie duzego stosu liczb najpierw a uzycie go kiedy nadarza si¢ okazja.
Zalézmy n o 2™. Zaczniemy z tancuchem 1,2,...,2", gdzie r bedzie okreslone pdzniej. Teraz podzieli¢
cyfry n na m/r blokéw z r cyframi w kazdym bloku. Na przyktad zat6zmy



n = (101)(110)(010)(101)(111)

Tum=15,r=3
Zaczynajac od naszego stosu wszystkich 3 cyfrowych liczb mozemy postgpowaé w nastepujacy
sposob

1,10, 100,101, 1010, 10100, 101000, 101110,
1011100, 10111000, 101110000, 101110010, . . .

gdzie migdzy etapami podkreslenia podwajamy i na podreslonych etapach dodajemy wiasciwe
liczby z naszego stosu dla zbudowania n. W tym przypadku potrzebujemy 2° + 2 + 5 krokow.
Ogodlnie, liczba krokow dla licz powyzej 2™ powinna by¢ okoto 2" + m + m/r. Przez wlasciwy wybor
r mozemy stworzy¢ 2" + m/r tak mate jak potrzebujemy w poréwnaniu z m. Rzeczywiscie,
uzywajac tego pomystu Brauera udowodnit ogolnie

E[ﬂ-} < logz T { 1 4 2 ]'Dg 2 }

1+
loglogn  (logn)l—les2
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