TEORIAX LICZB

Czym si¢ zajmuje teoria liczb



CZESC PIERWSZA

NIEKTORE ZAGADNIENIA ADDYTYWNEJ TEORII LICZB

Jak wiadomo z arytmetyki, kazda liczba naturalna jest sumg samych jedynek (jezeli jako sumy
uwazamy 1 takie, ktore majg tylko jeden sktadnik). Wiec na przyktad

I1=1,2=1+1,3=1+1+1,4=1+1+1+1, ..

Tak wigc, jezeli chodzi o budowe liczb naturalnych przy pomocy dodawania , to jest ona
niezmiernie prosta: kazda liczbe naturalng otrzymujemy za pomoca dodawania do siebie samych
jedynek, 1 kazda liczbe naturalng > 1 otrzymujemy z poprzedzajacej ja liczby naturalnej przez
dodanie do tej ostatniej jedynki. Mozna by wigc powiedzie¢, ze pod tym wzgledem liczby naturalne
zachowujg si¢ jednolicie, ze nie ma migdzy nimi istotnych réznic, poza ta, ze dla otrzymania liczb
naturalnych potrzebna jest mniejsza lub wigksza liczba jedynek. Nie wynika stad jednak, zeby
wszystkie zagadnienia dotyczace otrzymywania liczb naturalnych za pomoca dodawania byly
fatwe. Rozpatrzymy tu kilka takich zagadnien o ré6znym stopniu trudno$ci. Na poczatek postawmy
sobie pytanie: iloma ré6znymi sposbami mozna dang liczb¢ naturalng n > 1 przedstawi¢ jako sume
dwoch sktadnikéw naturalnych? Nalezy tu oczywiscie ustali¢, czy mamy uwaza¢ za rézne rozktady
roznigce si¢ tylko porzadkiem sktadnikow, jak na przykiad rozktady 5=2 +3 15 =3 + 2. Jezeli
takie rozktady bedziemy uwazali za rozne, to, jak latwo zauwazy¢, wszystkimi rozktadami liczby
naturalnej n > 1 na sum¢ dwodch liczb naturalnych bedg 1 + (n — 1),
2+(Mm-2),3+m-3),...,Mm-2)+2i(n-1)+ 1 (gdyz pierwszym sktadnikiem moze tu by¢
dowolna liczba naturalna mniejsza od n, a rozklad danej liczby na sume¢ dwoch sktadnikow jest
znany, gdy znamy pierwszy sktadnik). A wigc rozktadow liczby naturalnej n > 1 na sum¢ dwodch
sktadnikow naturalnych, jezeli uwazamy za rézne rozktady takie, ktore rdznig si¢ chociazby tylko
porzadkiem sktadnikow, jest n — 1. Nie tak juz prosta bedzie odpowiedz, jezeli nie uwazamy za
rozne rozktady roznigce si¢ tylko porzadkiem sktadnikow. Tutaj rozktady takie jak 1 + (n- 1) i (n -
1) + 1 nie begdziemy uwazali za rdézne, a wigc przy obliczaniu liczby rozkladéw trzeba bedzie je
liczy¢ raz tylko. Podobnie bedzie z kazdymi dwoma wyrazami wypisanego wyzej ciggu n - 1
rozktadoéw, zajmujacymi odpowiednio te same miejsca od poczatku i od konca (wigc na przyklad z
rozktadami 2 + (n-2)1i(n-2) + 2 itd.

Czy jednak w ten sposob kazdy rozklad k + (n - k) (gdzie k jest liczbg naturalng < n) begdzie miat
swoja pare (n - k) + k? Jezeli n jest liczba nieparzysta, to tak bedzie istotnie, gdyz liczby ki n - k
beda wtedy rézne (dla naturalnych k < n), bowiem z réwnosci k = n - k wynikatoby, Zze n - 2k, a
wiec, ze liczba n jest parzysta. Ale jesli n bedzie liczbg parzysta, n = 2k, to oczywiscie srodkowy
wyraz naszego ciggu rozkladow, k + k, nie bedzie miat swojej pary. Stad tatwy wniosek, ze liczba
rozktadow liczby naturalnej n > 1 na sume¢ dwoch sktadnikow naturalnych, jezeli nie uwazamy za
rézne rozktadow réznigcych si¢ tylko porzadkiem sktadnikow, wynosi przy n nieparzystym n-1/2 ,
za$ przy n parzystym n/ 2.

Przejdzmy teraz do rozktadow liczb naturalnych > 2 na sumy trzech sktadnikow naturalnych. Jezeli
uwazac za rozne rozktady roznigce si¢ tylko porzadkiem sktadnikow, to liczbe rozktadéw liczby n
mozna obliczyé w sposdb nastepujacy. Pierwszym skladnikiem moze tu by¢ oczywiscie dowolna
liczba naturalna k < n - 2. Przy takim danym k nalezy juz tylko przedstawi¢ liczbe n - k > 2 jako
sum¢ dwoch sktadnikéw naturalnych, a takich rozktadow (jezeli uwazaé za rozne rozktady roznigce
si¢ tylko porzadkiem sktadnikow) jest, jak wiemy,

n - k - 1. Tak wigc wszystkich rozktadow liczby naturalnej n > 2 na sumg trzech liczb naturalnych
(jezeli uwaza¢ za rézne rozktady roznigce si¢ tylko porzadkiem sktadnikow) bedzie (n-1-1) + (n -
2-1)+(m-3-1)+..+[n-(n-2)—1]=n(n-3)/2+1

Na przyktad dla liczby n = 5 bedziemy mieli 6 rozktadéw. Sg to rozklady 5=1+1+3=1+2+2
=14+3+1==2+1+2=2+2+1=3+1+1.



Jezeli za$ nie uwazaé za rdzne rozktadow réznigcych si¢ tylko porzadkiem sktadnikow, to liczba 5
daje tylko dwa rozktady na sumg¢ trzech liczb naturalnych: 5=1+ 1+3 =1 + 2 + 2. Trudniej byloby
obliczy¢, ile rozktadow na sume¢ trzech liczb naturalnych daje liczba naturalna n > 2, jezeli nie
uwazac za rézne rozktadow roznigcych sie tylko porzadkiem sktadnikow.

Badano tez ogolniej, dla danej liczby naturalne;j s, ile rozktadéw na sume s sktadnikow naturalnych
daje liczba naturalna n > s - 1. Trudniejsze jeszcze jest nastepujace zagadnienie klasyczne, znane
pod nazwa partitio numerorum: Iloma sposobami mozna liczbe¢ naturalng n przedstawi¢ jako sume
liczb naturalnych (jezeli nie zwraca¢ uwagi na liczbg sktadnikéw)? I tu sg rowniez rdzne warianty
tego zagadnienia, zaleznie od tego, czy zwracamy uwage na porzadek sktadnikow, czy tez nie.

Dla niewielkich n tatwo poda¢ wszystkie rozklady. Jezeli na przyktad nie uwazaé za rdzne
rozktadéw roznigcych sie tylko porzadkiem sktadnikéw, to liczby 1, 2, 3, 4, 5 daja odpowiednio
tylko rozktady
1=1,2=2=1+1,3=3=1+2=1+1+1,4=4==1+3=2+2=1+1+2=1+1+1+1,
5=5=14+4=2+3=1+1+3=142+2=11-+1+1+2=1+1+1+1+1.

Jezeli wigc oznaczymy dla liczby naturalnej n przez p(n) liczbg rozktadow liczby n na sktadniki
naturalne, gdzie oboj¢tng jest liczba sktadnikéw, lecz nie uwazamy za rdzne rozktadow réznigcych
si¢ tylko porzadkiem sktadnikéw, to bedzie p(l) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7. Latwo
byloby jeszcze obliczy¢, ze p(6) = 11, p(7) = 15, p(8) = 22, p(9) = 30, p(10) = 42; ogodlnego jednak
wzoru na p(n) dla naturalnych n nie znamy.

Za pomocg znanych z algebry wiasnosci wspotczynnikow rozwinigecia dwumianu tatwo jest
dowies¢, ze jezeli n i k sg dane liczby naturalne, to liczba wszystkich rozktadow liczby k na sume¢ n
sktadnikow catkowitych > 0, gdzie rozktady réznigce si¢ porzadkiem sktadnikow uwazamy za
rézne wynosi
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Mianownik jest tu iloczynem kolejnych liczb naturalnych od jednosci az do k, licznik za$ jest
iloczynem kolejnych liczb naturalnych zaczynajacych si¢ od liczby n, a konczacych na liczbie n + k
— 1. (Wigc na przyktad liczba 4 daje na sum¢ dwoéch sktadnikow

(2+4-1) 5
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takich rozktadéw, mianowicie4 =0+4=4+0=1+3=3+1=2+2))

Zagadnienia, w ktorych sformutowaniu mamy do czynienia tylko z dodawaniem i odejmowaniem
liczb, nalezg do tak zwanejad d y t y w n e j teorii liczb. Niektore z nich sg trudne, jak na przyktad
partitio numerorum. A oto pewne twierdzenie z addytywnej teorii liczb, ktérego dowod jest
wprawdzie elementarny, ale niezbyt tatwy:

Jezeli wszystkie liczby naturalne rozbijemy na skonczong liczbe klas, to jedna co najmniej z tych
klas zawiera pewne dwie rozne liczby oraz ich sume¢.Udowodniono tez, ze jezeli k jest liczbg
naturalng, n = 3%V i jezeli liczby 1,2...., n rozbijemy na k klas, to jedna co najmniej z tych klas
bedzie zawierata pewne dwie rézne liczby oraz ich sume. W zwigzku z tym twierdzeniem nasuwa
si¢ pytanie, jaka jest dla danej liczby naturalnej k najmniejsza liczba naturalna n = n(k) taka, ze
jezeli liczby 1,2, . .., n rozbijemy na k klas, to jedna co najmniej z tych klas zawiera¢ bedzie dwie
rozne liczby oraz ich sume. Mamy tu oczywiscie n(l) = 3. Mozna tez dowie$é, ze n(2) =9. Ze mamy
tun(2) > 9 wynika z uwagi, ze zbior wszystkich liczb naturalnych < 8 mozna rozbi¢ na dwa zbiory:
jeden zlozony z liczb 1, 2, 4, 8, a drugi z liczb 3, 5, 6, 7, przy czym, jak tatwo sprawdzi¢, zaden z
tych dwoch zbiorow nie zawiera dwoch réznych liczb 1 ich sumy. Dla dowodu, ze n(2) = 9
wystarczy wiec udowodnié, ze jezeli liczby 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 podzielimy w dowolny sposob na
dwie klasy, to co najmniej jedna z nich zawiera¢ bedzie dwie rdzne liczby oraz ich sume. Dowod



nie jest trudny, ale nie natychmiastowy, gdyz wymaga rozpatrzenia kilku przypadkdow.

Wartos¢ liczby n(4) nie znam, ani tez nie znam zadnej z liczb n(k) dla k > 4. Z przytoczonego wyzej
twierdzenia wynika tylko, ze n(k) < 3®"' wiec w szczeg6lnosci n(3) < 3?*. Podobnie wynika stad,
ze n(2) > 3%, ale wiemy, ze n(2) = 32, za$ n(3) = 24.

Do addytywnej teorii liczb nalezy tez zagadnienie tak zwanych kwadratéw magicznych.
Kwadratem magicznym nazywamy ustawienie liczb 1, 2, . .., n* w kwadrat, tak aby suma kazdego
wiersza, suma kazdej kolumny i suma kazdej z dwoch przekatnych gtownych byly rowne. Jak tatwo
obliczy¢,kazda z tych sum musi wtedy by¢ rowna liczbie 1/2 n (n*+ 1).

Przypadek n = 1 jest trywialny. Dla n = 2, jak tatwo si¢ przekona¢, nie ma kwadratu magicznego.
Dla n = 3 mamy tylko jeden kwadrat magiczny, jezeli nie uwaza¢ za roézne tych, ktére powstajg z
danego przez obrét lub symetryczne odbicie. Jest to kwadrat:
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Ten kwadrat magiczny (w ktorym suma liczb kazdego wiersza, suma liczb kazdej kolumny i suma
liczb kazdej z dwoch przekatnych gtéwnych wynosi 15) byl znany juz w starozytnosci.

Frenicle w XVI wieku obliczyl, ze dla n = 4 istnieje 880 roznych kwadratow magicznych.

Oto kilka z nich:
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Dla n =5 wedlug Mac Mahona mozna zbudowa¢ okoto 60 000 réznych kwadratdéw magicznych.

Oto jeden z nich:
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A oto jeszcze kwadrat magiczny dla n = 6:
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W X VI wieku Michat S ti f f e 1 budowat kwadraty magiczne o n? elementach takie, ze jezeli przy
dowolnym naturalnym k < n-3/2 usuniemy z nijch k pierwszych wierszy goérnych, k ostatnich
wierszy dolnych 1 k pierwszych lewych kolumn i k ostatnich prawych kolumn, to otrzymamy
kwadrat o (n-2k)* elementach taki, ze jezeli od kazdego z tych elementéw odejmiemy pewng stalg
liczbe, to otrzymamy kwadrat magiczny o (n - 2k)* elementach.

Oto kwadrat magiczny Stiffela o 9 wierszach:
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Usuwajac tu skrajne wiersze 1 kolumny otrzymamy kwadrat utworzony z siedmiu wierszy i tyluz
kolumn; odejmujac od kazdej z liczb tego kwadratu liczbe 16 otrzymamy kwadrat magiczny o
siedmiu wierszach. Usuwajac za$ z naszego kwadratu dwa skrajne wiersze gérne i dwa skrajne
dolne, jako tez dwie skrajne kolumny lewe i1 dwie skrajne prawe, otrzymamy kwadrat taki, ze
odejmujac od kazdego jego elementu liczbe 28 otrzymamy kwadrat magiczny o pieciu wierszach.
Gdybysmy wreszcie usungli z naszego kwadratu o dziewigciu wierszach po trzy skrajne wiersze z
gory 1 z dotu 1 po trzy skrajne kolumny z lewej 1 prawej strony, otrzymamy kwadrat z dziewigciu
elementow, a odejmujac od kazdego z nich liczbe 36, otrzymamy kwadrat magiczny o trzech
wierszach. Udowodniono, Ze istniejg kwadraty magiczne Stiffela o dowolnej > 4 liczbie wierszy, ale
dowdd jest trudny. W roku 1742 Ch. Goldbach wyrazit przypuszczenie, ze kazda liczba parzysta
wigksza od 4 jest suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych. Przypuszczenie to zostato
sprawdzone dla liczb parzystych <100000, ogélnego dowodu jednak dotad nie znaleziono. Na
przyktad 6 =3 +3,8=3+5,10=3+7=5+5,12=5+7,14=7+7,16 =3+ 13 =5+ 11.
Liczba 100 daje az 6 rozkladow na sume dwoch liczb pierwszych (jezeli nie zwraca¢ uwagi na
porzadek sktadnikéw): 100 =3 +97==11+89 =17+ 83 =29+ 71 =41 + 59 =47 + 53. Liczba
1000 daje 28 takich rozktadéw. Udowodniono, Zze z liczb parzystych < 1000 najwigksza liczbe
takich rozkltadow, mianowicie 52, daje liczba 990. Istnieje przypuszczenie, ze liczba rozktadow
liczby parzystej 2n na sum¢ dwodch liczb pierwszych wzrasta nieograniczenie wraz z n.



Udowodniono natomiast twierdzenie stabsze, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba
parzysta, dajaca wigcej niz s réznych rozkladow na sume dwoch liczb pierwszych.

Z przypuszczenia Goldbacha wynika z latwo$cig twierdzenie Czebyszewa: dla kazdej liczby
naturalnej n >1 miedzy n i 2n lezy co najmniej jedna liczba pierwsza. W samej rzeczy, jezeli n jest
liczba naturalng > 1, to w mysl przypuszczenia Goldbacha, 2n + 2 jako liczba parzysta > 4 jest
sumg dwoch liczb pierwszych nieparzystych, 2n + 2 = p + q, i mozemy zatozyé¢, ze 3 <p < q skad
q<2noraz 2n+ 2 < 2q, zatem q > n. Liczba q jest wigc liczba pierwsza, zawarta miedzy n i 2n.
Przypuszczenia Goldbacha dotad nie udowodniono, natomiast istnieja dowody elementarne
(chociaz dosy¢ skomplikowane) twierdzenia Czebyszewa . Mozna nawet dowies¢, ze liczba liczb
pierwszych zawartych miedzy n 1 2n wzrasta nieograniczenie wraz z n. Nie wiadomo; czy kazda
liczba parzysta jest roznicg dwoch liczb pierwszych. (Mamy na przyktad 2 =5-3,4=11-7,6 =
29 - 23,8 =97 -89, 10 = 149 - 139.) Wyrazono przypuszczenie, ze kazda liczba parzysta daje si¢
przedstawi¢ nieskonczenie wieloma sposobami jako réznica dwoch liczb pierwszych. Dla liczb 2, 4,
6 tatwo na przyktad podac po 10 takich rozktadow:
2=5-3=7-5=13-11=19-17=31-29=43-41=61-59=73-71=103-101 =139 -137,
4=7-3=11-7=17-13=23-19=41-37=47- 43=71-67=83-79=107-103 = 113-
109,6=11-5=19—13=23-17=29-23=37-31=47-41=53-47=59-53=67-61=73
- 67.

Przeszlo sto lat temu wyrazono tez mocniejsze przypuszczenie, ze kazda liczba parzysta daje si¢ na
nieskonczenie wiele sposobdw przedstawi¢ jako rdznica kolejnych liczb pierwszych.
Przypuszczenie to nie zostalo dotad udowodnione ani tez obalone. Dla liczby 2 jest ono
rOwnowazne przypuszczeniu, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych blizniaczych, tj.
liczb pierwszych p, dla ktérych liczba p + 2 tez jest pierwsza. Najwicksza znang pare liczb
blizniaczych otrzymujemy dla p = 1000000009649. Latwo jest dowies¢, ze jezeli liczby p>3ip +
2 sg obie pierwsze, to liczba p przy dzieleniu przez 6 musi dawac resztg 5, za$ jezeli p > 5, to przy
dzieleniu liczby p przez 10 reszta jej musi by¢ jedna z trzech liczb: 1, 7 lub 9. Tak wiegc pary liczb
pierwszych blizniaczych (poza parami 3 i 5 oraz 5 1 7) mozemy podzieli¢ na trzy klasy, zaleznie od
tego, czy ostatnig cyfra mniejszej z tych liczb jest 1, 7 czy tez 9. Na przyklad do pierwszej klasy
naleza pary liczb blizniaczych 111 13, 41143, 71173, 1011103, 3111313, 521 1 523; do drugiej
klasy nalezg pary 17 i 19, 107 1 109, 137 1 139, 197 1 199, 227 i 229, 617 i 619; do trzeciej klasy
nalezg pary 29131, 59161, 1791 181, 2391 241, 269 1 271, 419 1 421. Istnieje przypuszczenie, ze
w kazdej z tych trzech klas mamy nieskonczenie wiele par liczb pierwszych blizniaczych.
Wyrazono tez przypuszczenie, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek liczb pierwszych postaci (p, p
+ 2, p + 6), jak na przyktad (5, 7, 11), (11, 13, 17) albo (17, 19, 23) jako tez trojek postaci (p, p + 4,
p + 6), jak na przyktad (7, 11, 13), (13, 17, 19) albo (37, 41, 43), a wreszcie czworek postaci (p, p +
2,p+6,p+8),jak (11, 13,17, 19) lub (191, 193, 197, 199).

Gdyby przypuszczenie Goldbacha byto prawdziwe, to, jak tatwo stwierdzi¢, prawdziwe byloby tez
przypuszczenie, ze kazda liczba nieparzysta > 7 jest sumg trzech liczb pierwszych nieparzystych (i
to takich, z ktérych co najmniej jedng jest 3). Czy tak jest, dotad nie wiemy, ale w 1937 r. L.
Winogradow dowiodl, ze kazda dostatecznie wielka liczba nieparzysta jest sumg trzech liczb
pierwszych nieparzystych. Udowodniono, Ze kazda liczba naturalna > 11 jest sumg dwoch lub
wiecej roznych liczb pierwszych. Na przyktad 12=5+7,13=2+11,14=3+11,15=2+ 13,16
=3++13,17=2+3+5+7,23=5+7+11,2*=3+5+19,29=3+7+ 10.

Nie wiadomo, czy kazda liczba parzysta > 6 jest sumg dwoch roznych liczb pierwszych. Gdyby tak
bylo, to, jak mozna dowies¢, stad wynikatoby, ze kazda liczba naturalna > 17 jest sumg trzech
roznych liczb pierwszych. Co do liczby 17, to fatwo dowies¢, ze nie jest ona sumg dwoch ani tez
trzech réznych liczb pierwszych. W ostatnich latach zajmowano si¢ liczbg P(n) rozktadow liczby
naturalnej n na sume liczb pierwszych, gdzie nie uwazamy za r6zne rozktadow, roznigcych sie tylko
porzadkiem skltadnikow. Mamy tu oczywiscie P(l) = 0, P(2) = P(3) = P(4) = 1, lecz juz P(5) = 2
(gdyz 5 daje dwa takie rozktady: 5 =5 oraz 5 =2 + 3), P(6) = 2 (gdyz 6 daje rozkltady 6 =3 + 316
=2+2+2),P(7)=3(gdyz7=7,7=2+517=2+2+3),P(8) =3 (gdyz8=3+5=2+3+3=2
+2+2+42),P(9)=4(gdyz9=2+7=2+2+5=3+3+3=2+2++2+3),P(10)=5 (gdyz 10



=3+7=5+5=2+3+5=2+2+3=2+2+2+2+2).P.T.Bateman iPErdds dowiedli,
ze dla naturalnych n mamy zawsze P(n+1) > P(n) oraz ze réznica P(n + 1) - P(n) zmierza do
nieskonczono$ci wraz z n. Dowody tych twierdzen nie sg tatwe, Latwo natomiast jest dowies¢, ze
P(n + 2) > P(n) dla naturalnych n, oraz ze P(n) zmierza do nieskonczonosci wraz z n. Znany
historyk matematyki Moritz C a n t o r wypowiedzial w 1861 r. przypuszczenie, ze trzy kolejne
liczby pierwsze, z ktorych zadna nie jest liczbg 3, nie moga tworzy¢ postepu arytmetycznego.
Przypuszczenie to bylo powtarzane przez innych matematykow i dopiero w 1956 roku Andrzej
Schinzel zwrocit uwage na to, ze jest ono bledne, gdyz 47, 53 i 59 sg kolejnymi liczbami
pierwszymi, tworzacymi postep arytmetyczny o rdznicy 6. Inng taka trojka liczb pierwszych jest
151, 157, 163. Znamy tez postep arytmetyczny utworzony z czterech kolejnych liczb pierwszych:
251, 257, 263, 269. Wbrew przypuszczeniu Cantora mozna by wyrazi¢ przypuszczenie, ze istnieje
nieskonczenie wiele trojek kolejnych liczb pierwszych, dajacych postep arytmetyczny. Znamy
postep arytmetyczny, utworzony z dziesigciu liczb pierwszych, na przyktad postep 199 + 210k,
gdzie k = 0, 1, 2, ... 9. Nie wiemy natomiast, czy istnieje postep arytmetyczny utworzony ze stu
liczb pierwszych. Mozna dowies¢, ze gdyby taki postep istnial, to réznica jego wyrazéw bytaby
liczbg o co najmniej kilkudziesigciu cyfrach (w uktadzie dziesigtnym). Udowodniono, Ze istnieje
nieskonczenie wiele postgpow arytmetycznych trojwyrazowych, utworzonych z roéznych liczb
pierwszych. Pytanie czy takich postepéw jest nieskonczenie wiele, jest, jak tatwo zauwazy¢,
robwnowazne pytaniu, czy roOwnanie p + r = 2q ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
pierwszych p, q, 1, gdzie p # r. Oto przyktady takich postepow o pierwszym wyrazie 3: 3, 7, 11; 3,
11, 19; 3, 13, 23; 3, 17, 31; 3, 23, 43; 3, 31, 59; 3, 37, 71; 3, 41, 79; 3, 43, 83; 3, 53, 103.

Nie wiemy natomiast, czy rOwnanie p + r = q ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
pierwszych p, q, r. Znamy jednak duzo takich rozwigzan, na przyktad 2 +3=5,2+11=13,2+ 71
= 73. Natomiast mozna dowie$¢, ze rOwnanie p + q + r = s ma nieskonczenie wiele rozwigzan w
liczbach pierwszych p, q, 1, s, ale dowod jest trudny. Oto przyktady takich. rozwigzan: 2 +2 + 3 =
7,2+2+7=11,3+5+11=19,3+3+23=29,7+ 11+ 13 =31. Nie wiemy, czy istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci x> + 1, gdzie x jest liczbg naturalng. (Sposréd liczb
pierwszych < 1000 takimi sg liczby 2, 5, 17, 37, 101, 197, 257, 401, 577 1 677.) Nie wiemy tez, czy
istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci x* + y* + 1, gdzie x i y sg liczbami
naturalnymi. (Sposrdd liczb pierwszych 100 takimi sg liczby 3 =1+ 1*+ 1, 11 =1*+3*+ 1, 19 = 3?
+32+1,41=2*+6"+1,53=4+6+ 1,73 =6+ 6+ 1183 =1 + 92 + 1). Natomiast mozna
dowies$¢, chociaz nie jest to fatwe, zexistnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci x* + y*+
7> + 1, gdzie x, y i z sg liczbami naturalnymi. (W szczegdlnosci takimi sg wszystkie liczby pierwsze
postaci 8k + 7.) Co sie tyczy liczb pierwszych postaci x* + 1, to L. Euler dat tablice takich liczb dla
x < 1500, zas W. A. Gotubie wdla x <3500, prostujac przy tym kilka btedéw w tablicy Eulera
(ktory na przyktad pomingt liczbe pierwszag 1080° + 1, podajac mylnie, ze jest ona zlozona,
podzielng przez 773, przez ktorg to liczbe jest podzielng liczba 1090* + 1. Euler zaliczyt tez blednie
do liczb pierwszych liczbe 1234* + 1 = 1522757, podzielng przez 421). Dla x < 1000, jak obliczyt
Gotubiew, mamy 110 liczb pierwszych postaci x* + 1; dla x <2000 mamy 207 takich liczb, dla x <
3000 mamy ich 301, dla x <3500 jest ich 342.

CZESC DRUGA

ZAGADNIENIA DOTYCZACE PODZIELNOSCI LICZB CALKOWITYCH

Jezeli chodzi o multyplikatywna teori¢ liczb, w ktérej mamy do czynienia z mnozeniem liczb i jego
dzialaniem odwrotnym, dzieleniem, to pewne trudnosci napotykamy tu juz na poczatku. O ile
bowiem dzialanie odwrotne do dodawania, tj. odejmowanie, bylo w sferze liczb calkowitych
zawsze wykonalne, to dzialanie odwrotne do mnozenia, czyli dzielenie, nie zawsze jest w sferze
liczb calkowitych wykonalne. Wynikiem dzielenia liczby a przez liczbe b nazywamy kazda liczbe ¢
taka 1z a = bc. Wynik dzielenia liczby catkowitej a przez liczbe catkowita b moze nie istnie¢ (gdy a



nie jest zerem, za$ b jest zerem); moze by¢ dowolng liczbg (jezeli a =01 b = 0) i wreszcie moze by¢
okreslong liczba, ale niekoniecznie catkowita. W tym 1 tylko w tym przypadku, gdy dla danych
liczb calkowitych a i b istnieje liczba catkowita c, taka iz a = bc, nazywamy liczbg b dzielnikiem
liczby a i méwimy, ze liczba a jest podzielna (bez reszty) przez liczbe b. Na piSmie wyrazamy to
wzorem

bla
co czytamy: b jest dzielnikiem a.
Latwo dowies¢, ze jezeli x, y 1 z sg liczbami catkowitymi 1 jezeli x|y jako tez y|z, to x|z. Jezeli
bowiem x|y, to istnieje liczba catkowita t taka iz y = xt; jezeli za$ y|z, to istnieje liczba calkowita u
taka iz z = yu. Stad z = (xt) u = x (tu), a wigc z jest iloczynem liczby x przez liczbe catkowitg tu,
zatem x|z, c.b.d.o
Zatem: dzielnik dzielnika liczby catkowitej jest jej dzielnikiem. Dla danych liczb catkowitych
aib arytmetyka daje nam sposoby przekonania si¢, czy b jest dzielnikiem liczby a, czy tez nie.
Trudniejsza jest sprawa, gdy chodzi o znalezienie wszystkich dzielnikow danej liczby catkowitej. W
tym przypadku wystarczy znalez¢ wszystkie dzielniki naturalne liczby a, gdyz z réwnowaznosci
wzorow a =bc ia = (- b) * (- ¢c) wynika natychmiast, ze jezeli liczba b jest dzielnikiem liczby a, to i
liczba - b jest dzielnikiem liczby a. Dzielniki liczby catkowitej réznej od zera rozpadaja si¢ wigc na
pary dzielnikéw roznigcych sie tylko znakiem. (Dla liczby 0 oczywiscie kazda liczba catkowita jest
jej dzielnikiem.) Jasne jest tez, ze liczby a i - a majg te same dzielniki. Wystarczy wigc znajdowanie
dzielnikdw naturalnych liczb naturalnych. Teoretycznie wystarczy tu dzieli¢ kolejno dang liczbe
naturalng n przez liczby 1, 2, 3,..., n i wypisac te z tych liczb, przez ktére dzielenie wypadnie bez
reszty. Te liczbe n dzielen mozna nawet zmniejszy¢. Jezeli bowiem d jest dzielnikiem naturalnym
liczby naturalnej n, to iloraz n : d jest liczba naturalng d', i mamy n=dd', skad wynika, ze d' tez jest
dzielnikiem naturalnym liczby n; nazywamy go dzielnikiem dopetiajacym dla dzielnika d liczby n.
Oczywiscie dzielnikiem dopetniajacym dla dzielnika d' bedzie dzielnik d. W ten sposodb dzielniki
naturalne liczby n rozpadaja si¢ na pary dzielnikdbw wzajemnie si¢ dopetniajacych. Nie zawsze
jednak dzielnik dopetiajacy dla dzielnika d liczby n jest rozny od dzielnika d. Jezeli d' = d, to
wobec n = dd' mamy n = d?, co dowodzi, ze n jest kwadratem liczby naturalnej. Na odwrdt, jezeli n
jest kwadratem liczby naturalnej, to n ma wsrdéd swych dzielnikow taki, ktory jest rowny swemu
dopetiajacemu. Dzielnik d liczby n i jego dopetniajacy d' nie moga by¢ oba wieksze od Vn, gdyz
wtedy bytoby dd' > Vn * \Vn = n, wbrew réwnaniu dd' = n. Podobnie wnosimy, ze dzielnik d liczby n
i jego dopelniajacy d' nie moga by¢ oba mniejsze od Vn. Zatem z dwoch dopehiajacych sig
dzielnikéw liczby n jeden jest zawsze < Vn, a drugi > Vn. Dla otrzymania wszystkich dzielnikow
naturalnych liczby naturalnej n wystarczy wigc wyznaczy¢ wszystkie dzielniki naturalne liczby n
nie wigksze od \n, a potem dopisa¢ do nich ich dopehiajace, pamietajac o tym, ze jezeli n jest
kwadratem liczby naturalnej d, to w ten sposob dzielnik d bylby wypisany dwukrotnie (jako
dzielnik = Vn i jako swéj dopetniajacy). Wynika stad tez natychmiast, ze liczby kwadratowe, i tylko
takie liczby, majg nieparzysta liczbe dzielnikdw naturalnych. Przypusémy na przyklad, ze chcemy
wypisaé wszystkie dzielniki naturalne liczby 60. Poniewaz 7 < V60 < 8, wiec wystarczy wypisac
wszystkie dzielniki naturalne liczby 60 nie wigksze od 7, a wiec liczby 1, 2, 3, 4, 51 6 1 dopisac
dzielniki dopelniajace, czyli liczby 60, 30, 20, 15, 12 i 10. W ten sposob liczba 60 ma 12
dzielnikow naturalnych: 1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 i 60.
Przypu$émy teraz, ze chcemy wypisa¢ wszystkie dzielniki naturalne liczby 100. Poniewaz V100 =
10 1 100 jest liczbg kwadratowa, wigc wystarczy wypisa¢ wszystkie dzielniki naturalne liczby 100
nie wigksze od 10, tj. liczby 1, 2, 4, 5, 10, a nastgpnie dopisa¢ dzielniki dopetniajace dla nich, z
pomini¢ciem dzielnika 10, a wiec dopisac tylko liczby 100, 50, 25 1 20. W ten sposéb liczba 100 ma
9 dzielnikéw naturalnych: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 1 100.
Postepowanie to, teoretycznie bardzo proste, moze si¢ jednak w praktyce okaza¢ ucigzliwym, albo
nawet technicznie niewykonalnym, gdy n jest wielkg liczba. Na przyklad nie potrafimy wypisac
wszystkich dzielnikow naturalnych liczby n = 2" - 1, majacej 31 cyfr. Oczywiscie potrafimy
wypisa¢ dwa dzielniki tej liczby: 1 i n, ale ciekawg jest rzecza, ze udowodniono, iz nasza liczba n
ma oprocz tych dwoch dzielnikow jeszcze inne, ktorych jednak nie potrafimy wypisa¢ ani nawet



poda¢, ile ich jest. P6zniej wyjasnimy, jak to moga zachodzi¢ podobne sytuacje. Podobnie jest z
liczbg 2'% + 1. Natomiast co do liczby

p L

to nie wiemy, czy ma ona jeszcze inne dzielniki naturalne poza dwoma oczywistymi. Sg jednak
liczby wielocyfrowe, ktorych wszystkie dzielniki potrafimy wypisa¢. Ma przyktad wszystkimi
dzielnikami naturalnymi liczby 2'* sg liczby 1, 2, 22, 23, ..., 2'"!, 2! (jest ich wiec 103). A oto w
jaki sposob majac dang liczbe naturalng n mozna by oblicza¢ liczbe dzielnikéw kolejnych liczb
naturalnych od 1 do n. Wypiszmy kolejne liczby naturalne od 1 do n. Liczba 1 jest dzielnikiem
kazdej liczby naturalnej: kazda wigc z naszych liczb podkreslmy raz. Liczba 2 jest dzielnikiem liczb
parzystych, 1 tylko takich: podkreslmy wiec jeszcze raz kazda liczbg parzysta. Podkreslmy takze
jeszcze raz liczbe 3 1 kazda co trzecig liczbe liczac od niej, nastepnie podkre§lmy jeszcze raz liczbe
4 1 dalej kazda co czwartg liczbe itd., az dojdziemy do liczby n. Jasng jest rzecza, ze kazda liczba
naszego ciagu 1, 2,...,n bedzie miata tyle dzielnikéw naturalnych, ile razy zostata podkreslona. Oto
na przyktad dla n = 50 wynik naszych czynnosci bedzie wygladat nastgpujaco:
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Daje nam to mozno$¢ utozenia dla liczb naturalnych n < 50 tabliczki liczb ®(n), gdzie ®(n) oznacza
liczbe dzielnikow naturalnych liczby n:
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Juz ta mata tabliczka pozwala wysnu¢ pewne wnioski 1 przypuszczenia co do liczb ®(n), a takze
nasuwa pewne pytania, z ktorych nie na wszystkie potrafimy odpowiedzie¢. Przede wszystkim juz z
naszej tabliczki wida¢, ze bieg liczb ®(n) dlan =1, 2, ... (czyli bieg tak zwanej funkcji liczbowe;
O(n)) jest nader nieprawidlowy. Tak na przykiad po wartosci O(3) = 2 nastgpuje wigksza wartosé
®(4) = 3, ale po niej znéw mniejsza wartos¢ O(5) = 2, po ktérej znéw nastepuje wigksza wartosé
®(6) = 4, a po niej znowu mniejsza warto§¢ @(7) = 2, po niej wicksza O(8) = 4, po niej znow
mniejsza O(9) = 3, po niej wigksza @(10) = 4, po niej mniejsza O(11) = 2, po niej wigksza O(12) =
6, po niej zndw mniejsza O(13) = 2. Ale blednym bytoby przypuszczenie, ze tak bedzie wciaz dalej
na przemian: po wigkszej wartosci mniejsza, a po niej znow wigksza. Spotkamy tu obok siebie
stojace liczby naturalne, majace jednakowa liczbg dzielnikéw: na przykiad 2 1 3 (gdyz ®(2) = O(3)
=2) albo 141 15 (gdyz ®(14) = ©(15) =4), 21 1 22 (gdyz ©(21) = ©(22) = 4), 38 1 39 (gdyz O(38)
=0(39)=4),44 145 (gdyz ©(44) = ©(45) = 6).

Nasuwa si¢ pytanie, czy takich liczb n, dla ktérych ®(n) = O(n + 1), jest nieskonczenie wiele. Na to
pytanie nie potrafimy da¢ odpowiedzi. Wypowiedziano natomiast przypuszczenie, ze istnieje
dowolna ilo$¢ kolejnych liczb naturalnych majacych jednakowa liczbe dzielnikdéw. Z tablicy naszej



wnosimy, ze trzema takimi kolejnymi liczbami sg 33, 34 1 35 (gdyz ©(33) = ©(34) = O(35) = 4).
Mamy tez ©(242) = ©(243) = ©(244) = ©(245) =6 oraz ®(n) =O(n + 1) =0O(n + 2) = O(n + 3) =
O(n +4)=8dlan=403111dlan=99655 (jak znalazt J. My cie | s ki). W tabliczce naszej nie
ma trzech kolejnych wyrazoéw rosnacych; istnieje jednak 1 wiecej takich wyrazéw dla n > 50, na
przyktad mamy ©(61) < ©(62) < ©(63) < O(64), gdyz O(61) =2, ©(62) =4, O(63) =6, O(64) = 7.
Istniejg natomiast w naszej tabliczce trzy kolejne wyrazy malejace, gdyz ©(45) > ©(46) > O(47).
Trudniejsze bytoby pytanie, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich iz ®(n) <
O(n + 1) < O(n + 2), albo takich iz ®(n) > O(n + 1) > O(n + 2). Nasuwajg si¢ tu inne pytania
podobne, na przyktad, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich iz ®(n) < @(n +
1) > ®(n + 2), albo czy dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna n taka iz ®(n) < O(n +
1) < .. < O(n + s). Zagadnienia te sg przewaznie trudne. Do pewnych z tych zagadnien jeszcze
pozniej powrdcimy. Istniejg tablice dajgce wartosci ®(n) dla n < 10000. Tablice te zostalty wydane
w 1940 r. w Cambridge (Anglia) pt. J. W. L. Glaisher Number-divisor Tables (stron X + 100).
Latwo dowies¢, ze ®(n) = 1 tylko dla n = 1. Jezeli bowiem liczba naturalna n jest > 1, to ma co
najmniej dwa rézne dzielniki, 1 1 n, zatem ©@(n) > 2 dla n> 1. Liczby naturalne n, dla ktérych ®(n) =
2 nazywamy liczbami pierwszymi. Sg to wigc liczby naturalne wigksze od jedno$ci, nie majace
innych dzielnikow naturalnych procz jednosci i samych siebie. Liczby 1 nie zaliczamy do liczb
pierwszych. Czynili to wprawdzie niektorzy dawniejsi matematycy, ale okazato si¢ to niewygodne,
gdyz komplikowalo wystowienie wielu waznych twierdzen. Jak wynika z podanej wyzej tabliczki
funkcji O(n), wszystkimi liczbami pierwszymi <50 sa liczby 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, 41, 43 1 47. Nasuwa si¢ pytanie, czy liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele, innymi stowy,
czy dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza od niej wigksza?

Aby tego dowies¢, zastanowmy si¢ naprzod, co wynika z zatozenia, ze dana liczba naturalna n > 1
nie jest pierwszga. Skoro n > 1, to, jak wiemy, mamy ®(n) > 2. Ale skoro liczba n nie jest pierwsza,
to nie moze by¢ O(n) = 2, zatem ®(n) > 2, czyli ®(n) > 3. Liczba n ma wiec co najmniej trzy rézne
dzielniki naturalne, a wigc w kazdym razie ma dzielnik naturalny d r6Zzny od 1 1 od n, zatem 1 <d <
n. Oznaczajac dopetniajacy (do n) dzielnik dla d przed d' bedziemy wiec mieli n = dd' i, wobec 1 <
d <n, wynika stad, ze réwniez 1 <d' <n. Tak wigc n jest iloczynem dwoch liczb naturalnych d 1 d',
obu mniejszych od n. Dowiedli§my wiec, ze jezeli liczba naturalna > 1 nie jest pierwsza, to jest ona
iloczynem dwoch liczb naturalnych od niej mniejszych. Takie liczby nazywamy ztozonymi.

Jasng jest rzecza, Ze na to, by liczba naturalna n byta ztozona, potrzeba i wystarcza zeby byto ®(n)
> 3. Kazda wigc liczba naturalna >1 jest albo pierwsza, albo zlozong. Niech teraz n oznacza
jakakolwiek liczbe naturalng > 1. Ma ona wigc co najmniej jeden dzielnik naturalny wigkszy od 1,
na przyklad samo n. Oznaczmy przez p najmniejszy ze wszystkich wigkszych od jednosci
dzielnikow liczby n. Liczba p jest wigc > 1. Gdyby liczba p nie bylta pierwsza, bylaby ztozona, a
wiec stanowilaby iloczyn dwdch liczb od niej mniejszych: p = dd', gdzie d' < p, zatem 1 <d < p.
Lecz d jest oczywiscie dzielnikiem liczby p, zatem 1 liczby n (gdyz p jest dzielnikiem liczby n), a
wiec d byloby dzielnikiem liczby n wigkszym od 1, a mniejszym od p, wbrew definicji liczby p.
Zatozenie, ze liczba p nie jest pierwsza, doprowadza zatem do sprzeczno$ci. Liczba p jest wigc
pierwsza. DowiedliSmy w ten sposob, ze jezeli n jest liczbg naturalng > 1, to najmniejszy ze
wszystkich wigkszych od jednosci dzielnikdw liczby n jest liczba pierwsza. Wynika stad
natychmiast, ze kazda liczba naturalna > 1 ma co najmniej jeden dzielnik pierwszy. Niech teraz n
oznacza jakakolwiek liczbe naturalng. Liczba m = n! + 1 (gdzie n! oznacza iloczyn 1, 2 ... n) jest
oczywiscie) > 1, a wigc ma dzielnik pierwszy p. Liczba p nie moze by¢ zadng z liczb 1, 2, 3,. .., n,
gdyz przy dzieleniu liczby m przez kazda z nich otrzymujemy oczywiscie reszte 1, a wigc nie s3
one dzielnikami liczby m (ktora jest > 1). Musi wiec by¢ p > n. Dowiedli§my zatem, ze dla kazde;j
liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza p wigksza od n. Wynika stad, Zze liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele. Z liczb n! + 1 dla naturalnych n < 26 pierwszymi sg tylko cztery, dlan =1, 2,
31 11. O liczbie 27! + 1 nie wiemy, czy jest pierwsza, czy nie. Latwo dowies¢, ze n! > 10 dlan >
28. Liczba 3!!! = 720! ma przeszto 1000 cyfr. W 1876 r. H. Brocard postawit pytanie, dla jakich
warto$ci naturalnych n liczby n! + 1 sg kwadratami liczb natural nych. Pytaniem tym zajmowato si¢
wielu matematykéow. Dla n < 1020 znaleziono tylko trzy liczby n, dla ktéorych n! + 1 jest



kwadratem: sg to liczbyn=4,517. Mamy 4! + 1 =52 5! + 1 =115 7! + 1 = 71%)

Liczby n! - 1 sag dlan < 22 pierwsze tylko gdyn=3,4, 6,7, 12, 14120. O liczbach 24! - 11 25! - 1
nie wiemy, czy sa pierwsze, czy nie. Liczba 26! -1 jest ztozona, podzielong przez 149. O réwnaniu
x!y! = z! fatwo dowies¢, ze ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z. Ma
ono na przyktad rozwigzanie x =n,y =n! - 1,z=n!, gdzien =1, 2, ... (wigc 3!5! = 6!, 41231 = 24!,
51119! = 120! itd.). Z innych rozwigzan znamy tylko jedno: 6!7! = 10!. Stad, ze kazda liczba
naturalna > 1 ma co najmniej jeden dzielnik pierwszy, wyprowadzamy z tatwos$cia przez indukcje
twierdzenie, ze kazda liczba naturalna > 1 jest iloczynem skonczonej ilosci liczb pierwszych
(niekoniecznie réznych). Twierdzenie takie jest bowiem prawdziwe dla liczby 2 (iloczyn ma tu
jeden tylko czynnik, 2). Przypusémy, ze twierdzenie jest stuszne dla liczb naturalnych > 1 oraz
mniejszych od liczby naturalnej n > 2. Liczba n ma dzielnik pierwszy p, skad n = mp, gdzie m jest
liczbg naturalng. Jezeli m = 1, to n = p 1 twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n, jezeli zas m > 1,
wobec m = n/p < n twierdzenie jest prawdziwe dla liczby m, zatem m, a wigc tez. n = mp jest
iloczynem skonczonej liczby liczb pierwszych. Latwo byloby tez dowies¢ przez indukcje, ze kazda
liczba naturalna > 1 rozklada si¢ tylko w jeden sposob na czynniki pierwsze, jezeli nie uwaza¢ za
rozne rozktadow, roznigcych sie tylko porzadkiem czynnikéw. Teoretycznie znalezienie rozktadu
danej liczby naturalnej n na czynniki pierwsze jest rzecza prosta. Za pomoca kolejnych dzielen
liczby n przez liczby 2, 3.. .., n znajdujemy najmniejszy z wigkszych od jednos$ci dzielnikoéw liczby
n: bedzie to, jak wiemy, pewna liczba pierwsza q; i1 bedzie n = qin;, gdzie n, jest liczba naturalna
mniejszg od n. Jezeli n = 1, to bedzie n = q; 1 rozktad liczby n na czynniki pierwsze bedzie
znaleziony (przy czym bedziemy tu mieli tylko jeden czynnik). Jezeli n, > 1, to z liczba n,
postepujemy, jak postapiliSmy z liczba n, co da nam n, = q.n,, gdzie q, jest liczba pierwsza, zas n,
liczba naturalng < n;. Rozumowanie to mozemy powtarza¢ dalej, ale tylko skonczong liczbg razy,
gdyz liczby naturalne n, n, n,, ... stale malejg. Musimy wigc przy pewnym naturalnym s doj$¢ do
liczby ny = 1, a wéwczas rownosci n = qn;, n; = qohy, ..., N = gsns daja rozktad liczby n na s
czynnikow pierwszych: n = qiq. . . . qs, przy czym, jak tatwo stwierdzi¢, bedzie tu q; < qz <.... < qs.
Ta drogg otrzymujemy wigc rozktad kazdej liczby naturalnej >1 na iloczyn skonczonej liczby
czynnikoOw pierwszych nie malejacych. Trudnosci moga tu by¢ tylko natury technicznej, jezeli
chodzi o rozktad wielkiej liczby, wymagajacy wielu dzielen. Totez istnieja liczby naturalne
(oczywiscie wielocyfrowe), ktorych rozktady na czynniki pierwsze nie zostaty dotad znalezione.
Taka jest na przyklad liczba 2'"' - 1, majaca 31 cyfr. Jezeli w rozktadzie liczby naturalnej n > 1 na
czynniki pierwsze iloczyn rownych czynnikéw bedziemy przedstawiali jako potege jednego z nich,
to rozwiniecie kazdej liczby naturalnej n > 1 bedziemy mogli przedstawi¢ w postaci

(1) n:ql(xlqz(ﬁ".qkak

gdzie qi, qa, ... qx Sa to rézne liczby pierwsze, za$ liczba k oraz wyktadniki o o ... o sg naturalne.
Jezeli liczba naturalna d jest dzielnikiem liczby n, to kazdy jej dzielnik pierwszy jest zarazem
dzielnikiem liczby n 1 nie moze wchodzi¢ do rozwinig¢cia liczby d na czynniki pierwsze w wyzsze]
potedze niz do rozwinigcia liczby n. Stad tatwy wniosek, ze

(2) d= q]quzkzmquk

gdzie wyktadnik A, A,,... A« sg calkowite nieujemne, odpowiednio nie wicksze od wyktadnikow o,
o ... o czyli ze sg to liczby caltkowite, spetniajace nieréwnosci

(3) 0< A< (X],OS M < (Xz,...,OS M < 0

Zdrugiej strony jasng jest rzecza, ze obierajac jako A A,... A« dowolne liczby catkowite spetniajace
nierownosci (3) 1 wyznaczajac liczbe d ze wzoru (2), otrzymamy dzielnik liczby (1), gdyz bedzie

n/d — qlal—MqZ(xZ—M qkak-?»k

a wykadniki oy-Ai, 0-A; , ok-Ax 53 tu wszystkie liczbami catkowitymi nieujemnymi
A wiec wszystkie dzielniki naturalne liczby n sg zawarte we wzorze (2), gdzie A As,... A« sa liczbami
catkowitymi spelniajagcymi nieréwnosci (3). Poniewaz liczba A; moze tu przyjmowac a,+1 wartosci



0,1, 2, ..., o ( podobnie liczba A, moze tu przyjmowaé a, +1 wartos$ci itd., wreszcie liczba A moze
przyjmowac ox+1 wartosci, wiec kombinujac z sobg dowolnie te wartosci otrzymujemy (o +1)(on
+1)...(ax +1) uktadow liczb 1A, A,,... A, spetniajacych nierownosci (3). Wnosimy stad, ze jezeli
liczba naturalna n daje rozwinigcie (1) na czynniki pierwsze, to

BO(n) =(o; +1)(0+1)...(0x 1)

W szczegolnosci wynika stad, ze jezeli n = p™', gdzie p jest liczbg pierwsza, za§ m liczbg naturalng
> 1, to ®(n) = m. Poniewaz liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, wynika stad natychmiast, ze
dla kazdej liczby naturalnej m > 1 rownanie ®(x) = m ma nieskonczenie wiele rozwigzanh w
liczbach naturalnych x. Znalezienie najmniejszej liczby naturalnej n, majacej dang liczb¢ m
dzielnikdw, na ogot nie jest rzeczg tatwa. Latwe to jest w przypadku, gdy m jest liczbg pierwsza:
mozna dowie$¢, ze woOwczas najmniejszg liczbg naturalng, majgcg m dzielnikow jest liczba 2™
Latwo tez dowies¢, ze jezeli m jest iloczynem dwoch roznych liczb pierwszych p 1 q, gdzie p < g, to
najmniejszg liczbg naturalng, majacg m dzielnikow jest 29" 37!, W szczeg6lnos$ci wiec najmniejszg
liczbg naturalng majacg 10 dzielnikow jest liczba 48.

Przy dowodzeniu réznych wtasnosci liczb naturalnych czgsto stosujemy tak zwang zasade indukcji
matematycznej. Niedawno zasade te, nie méwigc w niej o liczbach naturalnych, tak wyrazit prof.
Hugo Steinhaus: orzeka ona, ze jezeli jaka$ wlasnos¢ dziedziczna przypada protoplascie rodu, to
przypada jego catej progeniturze po wszystkie pokolenia.

Wyrazimy teraz t¢ zasad¢, mowigc w niej o wlasno$ciach liczb naturalnych. Uméwmy si¢ nazywac
dziedziczng kazda wiasno$¢ liczb naturalnych polegajaca na tym, ze skoro ma j3a dana liczba
naturalna, to ma ja tez liczba naturalna o jedno$¢ od niej wigksza. Latwo jest da¢ przyklady
wlasnos$ci dziedzicznych liczb naturalnych. Taka jest na przyktad wtasnos¢, ze liczba jest wigksza
od stu. Jezeli bowiem dana liczba naturalna jest wieksza od stu, to i liczba o jedno$¢ od niej wieksza
bedzie wigksza od stu. Ale nie kazda liczba naturalna jest wigksza od stu: wlasno$¢ dziedziczna
liczb naturalnych niekoniecznie wiec jest wiasnos$cig kazdej liczby naturalnej. Przykladem
wlasnosci liczb naturalnych, ktora nie jest dziedziczna (w podanym przez nas wyzej znaczeniu), jest
wlasnos$¢, ze liczba naturalna jest mniejsza od stu, gdyz liczba 99 jest mniejsza od stu, ale wigksza
od niej o jednos¢ liczba 100 juz nie jest mniejsza od stu. Ot6z zasade indukcji mozna tak wystowic:
Jezeli jaka$ wiasno$¢ dziedziczng liczb naturalnych ma liczba 1, to ma jg kazda liczba naturalna.
Nasuwa si¢ pytanie, skad wiemy, ze zasada ta jest prawdziwa, ze mozemy ja stosowac bez obawy
dojs$cia do sprzecznosci. Ogolniej mozna by zapytaé: skad wiemy, ze jakie§ dane twierdzenie
matematyczne jest prawdziwe? Za prawdziwe uwazamy w matematyce pewne twierdzenia zwane
pewnikami oraz te, ktore dadza si¢ z przyjetych pewnikéw wyprowadzi¢ droga logicznego
wnioskowania. Jezeli za jeden z pewnikdw przyjmiemy, ze w kazdym nie pustym zbiorze liczb
naturalnych istnieje liczba najmniejsza, to zasade¢ indukcji mozna stad fatwo wy prowadzi¢.
Przypusémy bowiem, ze dang wiasnos$¢ dziedziczng W ma liczba 1, ale ze nie jest prawda, iz ma ja
kazda liczba naturalna. W takim razie zbior Z tych wszystkich liczb naturalnych, ktore nie maja
wlasnosci W, jest nie pusty 1 przeto istnieje w nim liczba najmniejsza n. Liczba n nie jest réwna 1,
gdyz, w mys$l zatozenia, liczba 1 ma wlasno$¢ W, a liczba n jej nie ma. Zatem liczba naturalna n jest
wigksza od jednosci 1 liczba n - 1 jest naturalna. Poniewaz liczba n jest najmniejsza liczbg
naturalng, nie majaca wlasnosci W, wigc liczba naturalna n - 1 (jako mniejsza od n) ma wtasnos¢ W.
Poniewaz za$ wlasnos¢ W jest dziedziczna, wigc skoro ma jg liczba n - 1, to ma ja tez liczba (n-
1)+1 = n, skad wynika sprzeczno$¢, gdyz liczba n nie ma wilasnosci W. Zatozenie, Zze zasada
indukcji nie jest prawdziwa, doprowadza wigc do sprzecznosci. Jako przyktad zastosowania zasady
indukcji udowodnimy wtasno$¢ W, ze dla kazdej liczby naturalnej n jest 2" > n. Wlasno$¢ t¢ ma
oczywiScie liczba n = 1, gdyz 2' >1. Nadto w wlasno$¢ W jest dziedziczna, bo jezeli ma jg liczba
naturalna n, czyli jezeli 2" > n, to (mnozac obie strony tej nieréwnos$ci przez 2) mamy 2"+ 2 >n -« 2,
czyli 2™ > n + n, a poniewaz, przy naturalnym n jest n + n > n + 1, wiec mamy 2""' > n + 1, zatem
wlasno$¢ W ma tez liczba n + 1. Przez indukcj¢ wnosimy wigc, ze wlasnos¢ W ma kazda liczba
naturalna, czyli ,ze 2">ndlan=1, 2, 3,...



CZESC TRZECIA

NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK. ROWNANIA LINIOWE W LICZBACH
CALKOWITYCH

Niech m bedzie dang liczbg naturalng i niech bedg dane m liczb catkowitych a,, a,, .. ., an. Gdyby
kazda z tych liczb byla zerem, to kazda liczba calkowita bytaby wspolnym dzielnikiem naszych m
liczb 1 nie byloby najwiekszego wspolnego ich dzielnika. Przypus¢my wigc, ze jedna co najmniej z
naszych liczb, na przyktad liczba a,, nie jest zerem.

Oznaczmy przez Z zbior wszystkich liczb naturalnych n, ktére dajg si¢ przedstawi¢ w postaci

(1) n=ax; +ax;+..+anXnm

gdzie xi, Xa, ...,Xm $3 to liczby catkowite.

Nasuwa si¢ tu przede wszystkim pytanie, czy istnieja liczby naturalne n, nalezace do zbioru Z.
Latwo dowiesc, ze takie liczby istnieja, a nawet je wskaza¢. Skoro bowiem a; # 0, to a; >0 lub a, <
0. Jezeli a; > 0, to dla liczb catkowitych x; =1, X, =X3 - =Xn=0wzoér (1) dajen=a,* 1 +a,*0+
+a;*0+..+an*0=a;1a jestliczbg zbioru Z. Jezelizas a; < 0,todlax; =-1, X, =X3=..=Xn =
Owzor(1)dajen=a,;*(-1)+a,*0+...+a,*0=-a;iponiewaz a, jest liczbg catkowitg ujemna,
wiec n = - a, jest liczbg naturalng postaci (1), (gdzie xi, Xa,.., Xm 3 to liczby catkowite) 1 przeto
nalezy do zbioru Z. Zbiér Z jest wigc zbiorem nie pustym liczb naturalnych. Ale, jak wiadomo z
arytmetyki, w kazdym nie pustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza. Zatem i w
zbiorze Z istnieje liczba najmniejsza: oznaczmy ja przez d. Stad, ze d nalezy do zbioru Z i z
okreslenia tego zbioru wynika, ze istniejg liczby catkowite ti, t,, .., tn, takie, ze

(2) d =at; +axt, + ... + aptn.

Niech teraz k oznacza dowolng liczbe catkowitg postaci
(3) k=ax; +ax,+ ... + anXm

gdzie X;,X,..., Xm 3 to liczby catkowite. Okazemy, ze liczba k | jest podzielna bez reszty przez d.
Przypusémy, dla dowodu, ze przy dzieleniu liczby k przez d otrzymujemy reszt¢ dodatnig r. Bedzie
wigc r liczba naturalng mniejsza od d i przy pewnym catkowitym u begdzie k = du + r, skad wobec
3)1(2) r=k-du=ai(x; - tju) + a)(xz - thu) + ... + apn(Xm - twu). Polézmy yi=x;-tudlai=1, 2, ...,
m : beda to liczby catkowite i bedzie

r=aiyi + 1:5)%) + ...+ AmYm

a poniewaz r jest liczba naturalng, wigc (w mysl definicji zbioru Z) bedzie to liczba zbioru Z. Ale,
jak wiemy, r < d, za$ d jest najmniejszg liczbg zbioru Z. Stad sprzecznos$¢. Zatozenie, ze liczba k nie
jest podzielna przez d doprowadza wiec do sprzecznosci.

Dowiedlismy wiec, ze kazda liczba catkowita k postaci (3), lidzie xi, X,,..., Xm $3 to liczby
catkowite, jest podzielna przez d. Ale jak tatwo dowies¢, kazda z liczb ay, as, ..., an jest postaci (3)
przy pewnych catkowitych X, X,..., Xm. Istotnie, jezeli i jest jedng z liczb 1, 2,... ,m 1 jezeli
przyjmiemy x; = 1, za§ pozostale z liczb xi, Xs,..., Xm przyjmiemy réwne zeru, to oczywiscie
bedziemy mieli a; = a;x;+ ax, + ... + anXm. Z tego, coSmy wyzej dowiedli o liczbach postaci (3)
wynika, ze kazda z liczb ai, a,,... ,am jest podzielna przez d. Liczba d jest wigc wspolnym
dzielnikiem wszystkich tych liczb.

Niech teraz d oznacza jakikolwiek dzielnik wspdlny liczb ai,a,,...,an. Istnieja wigc liczby calkowite



ki, ka,... .k takie, iz a;=ki0 dlai=1,2,... ,m. Stad, wobec (2):

(4) d = (kltl + kztg +,.. + kmtm)S,

(5)
a poniewaz liczba kit; + kot, +,.. + knutm jest catkowita, wigc wzor (4) dowodzi, ze liczba d jest
podzielna przez 9.
Dowiedlismy zatem, Ze liczba d jest takim dzielnikiem wspdlnym liczb ai, as,..., am, ktory jest
podzielny przez kazdy wspolny dzielnik tych liczb. Jest to wigc najwigkszy ze wspdlnych
dzielnikow liczb ay, a,,..., am, czyli ich najwigekszy wspdlny dzielnik.
DowiedliSmy wiec, ze najwigkszy wspdlny dzielnik m liczb catkowitych a,, a,,..., am, z ktorych co
najmniej jedna nie jest zerem, jest podzielny przez kazdy wspolny dzielnik tych liczb, oraz daje si¢
przedstawi¢ w postaci (2), gdzie ti, t,, ..., tn s3 to pewne liczby catkowite. Udowodnione
twierdzenie zastosujemy teraz do znalezienia warunku koniecznego i dostatecznego na to, zeby dla
danych liczb catkowitych a,, a,,..., a, 1 b rownanie

(5) axytax, ... tanXm = b

miato co najmniej jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych

X1, X245 ¢ v v 5 Xme
Jezeli rownanie (5) ma takie rozwigzanie 1 jezeli a; = a, = ... = a,, = 0, to oczywiscie musi by¢ b =0,
ajezelia, =a,= .. =a,=0=Db=0, to oczywiscie kazdy uklad liczb catkowitych xi, X, . . . , Xm

spetnia rdGwnanie (5).

Przypus¢my wigc dalej, ze nie wszystkie liczby ai, a,,..., an $3 rdwne zeru i niech d oznacza ich
najwiekszy wspdlny dzielnik. Wowczas istniejg liczby catkowite ki, ko, ..., ki, takie, 1z a; = kid dla 1
=1, 2, ..., mijezeli przy pewnych catkowitych x;, X,,. .., Xm rOWnanie (5) jest spetnione, to

(k1X1 + k2X2 + vey + kam) d = b,

skad wynika, ze b jest podzielne przez d.

Z drugiej strony, jezeli liczba b jest podzielna przez d,b = kd, gdzie k jest liczbg catkowita, to,
wobec (2), liczby x; =kt; (1= 1, 2,... , m), jak tatwo sprawdzi¢, spetniajg réwnanie (5).

Jezeli wigc co najmniej jedna z liczb catkowitych a,, as,..., a, jest r6zna od zera, to na to, zeby
rownanie (5) mialo cho¢ jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych x;, x,,. .., Xm, potrzeba i
wystarcza , zeby liczba b byta podzielna przez najwigkszy wspolny dzielnik liczb ay, a,,..., an.
Dotychczasowe nasze rozwazania nie daja jednak mozno$ci znalezienie chocby jednego
rozwigzania rGwnania (5) w razie jego rozwigzalnosci, gdyz nie dajg zadnych wskazowek co do
tego jak mozna obliczy¢ najwigkszy wspdlny dzielnik d liczb a,, a,,..., an ani tez, jak mozna
znalez¢ liczby catkowite ty, t,,..., tm spetniajace wzor (2).

W teorii liczb, aby rozwigza¢ dane zagadnienie dotyczace liczb naturalnych, czesto stosuje sig
metode polegajaca na tym,ze zagadnienie to sprowadzamy do takiegoz zagadnienia dotyczacego
liczb mniejszych. Poniewaz ciag liczb naturalnych malejacych musi by¢ skonczony, wigc metoda ta
(zwana metoda regresji) doprowadza do rozwigzania rozwazanego zagadnienia. Wyjasnimy to
blizej na przyktadzie znajdowania najwigkszego wspolnego dzielnika liczb naturalnych.

Mamy na przyklad dwie dane liczby naturalne a 1 b. Gdyby liczby te byly rowne, to oczywiscie
najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b bytaby liczba a i dzielnik ten bylby znaleziony.
Oznaczajac przez (a, b) najwickszy wspdlny dzielnik liczb a 1 b mielibySmy wigc (a, b) = a.
Mozemy wigc dalej przypusci¢, ze liczby a 1 b sg rdzne, ze na przyklad a > b. Kazdy dzielnik
wspolny liczb a 1 b jest oczywiscie tez dzielnikiem liczby a - b, a kazdy dzielnik wspolny liczb b
oraz a - b jest dzielnikiem a = b + (a - b). Wynika stad, ze liczby a i b maja te same wspolne
dzielniki co liczby a - b 1 b, skad wynika natychmiast, (a, b) = (a - b, b). Lecz, skoro liczby a1 b sg
naturalne, to a + b > (a - b) + b = a. Tak wiec (w razie a # b) znajdowanie najwiekszego wspolnego
dzielnika liczb naturalnych a i b sprowadzilismy do znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika



liczb naturalnych a - b i b 0 mniejszej sumie niz suma liczb a i b. Gdyby byto a - b = b, najwigkszy
wspolny dzielnik tych liczb bylby, jak wiemy, znaleziony (= b). W razie a — b # b
sprowadziliby$my, jak wyzej, znajdowanie najwigkszego wspdlnego dzielnika liczb a - b 1 b do
znajdowania najwigkszego wspdlnego dzielnika dwoch liczb naturalnych o mniejszej jeszcze sumie
itd. Poniewaz nie ma ciggu nieskonczonego liczb naturalnych malejacych, wigc po pewnej
skonczonej liczbie krokow musimy dojs$¢ do przypadku, w ktérym obie liczby, dla ktérych szukamy
ich najwigkszego wspdlnego dzielnika, beda rowne, a wigc tez rowne ich najwigkszemu wspdlnemu
dzielnikowi, ktory w ten sposob bedzie znaleziony.

Stosowane tu postepowanie mozna by przyspieszy¢ wyznaczajac w razie a > b resztg r z dzielenia
liczby a przez b. Bedzie tu 0 < r <b. W razie r = 0 bedzie oczywiscie (a, b) = b, zas w razie r > 0
bedzie (a, b) = (b, 1), przy czym b < air <b, a wigc mamy do czynienia z liczbami mniejszymi
odpowiednio niz a i b. W tym przypadku metoda ta jest znana pod nazwa metody kolejnych dzielen,
algorytmu Euklidesa, lub wreszcie algorytmu ulamka ciggtego.

Niech teraz m oznacza liczb¢ naturalng >1 1 przypusémy, ze chcemy znalez¢ najwigkszy wspolny
dzielnik danych liczb naturalnych ai, a,,..., an. Gdyby wszystkie te liczby byly rowne, mielibySmy
oczywiscie (ai, as,..., am) = a; 1 najwiekszy ich wspdlny dzielnik bytby znaleziony. Przypusémy
wiec, ze nie wszystkie liczby a, a,,..., an $3 réwne, ze wigc na przyklad a; > am. Jak tatwo dowies¢,
liczby a,, as,..., am majg te same wspolne dzielniki co liczby a;i- anm, as,..., am, skad wynika, ze (a,
a,..., am) = (1 - Am, A2,..., Am), @ pOniewaz (a;.ay) +a, +...+tap=a;+ta, +.. tay, <a + a+..+
am, wigc znajdowanie najwickszego wspolnego dzielnika liczb a,, a,,..., an sprowadzilismy do
znajdowania najwigkszego wspolnego dzielnika liczb naturalnych o mniejszej sumie. Mozemy tu
wiec zastosowa¢ metode regresji, ktora doprowadzi do znalezienia najwigkszego wspolnego
dzielnika danych liczb naturalnych a,, a,,..., a, Mozna tez dowie$¢, ze obliczanie najwiekszego
wspolnego dzielnika dowolnej skonczonej liczby liczb catkowitych sprowadza si¢ do kolejnego
obliczania najwigkszego wspolnego dzielnika dwoch liczb catkowitych. Jezeli mianowicie mamy m
> 2 liczb catkowitych ay, a,,..., am 1 0zZnaczymy di = (ai, a,,..., &) dla k =2, 3, ..., m, to bedzie d, =
(a1, a2y d; = (da,a3), ds= (ds, a4y, ..., dm = (dm-1, am), skad kolejno obliczamy d,,d; i wreszcie d., = (ai,
a,..., Am ).

Przypu$émy teraz, ze m jest liczba naturalng, a,, a,,..., an 1 b sg dane liczby catkowite, i chodzi o
znalezienie wszystkich uktadow liczb catkowitych x;, X,..., Xm spelniajacych rownanie (5). .Jak
dowiedliSmy wyzej, na to zeby rdwnanie to mialo i cho¢ jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych
X1, X2,..., Xm, pOtrzeba i wystarcza zeby liczba b byta podzielna przez najwickszy wspolny dzielnik
liczb ay, a,..., an. Przypusémy, ze warunek ten jest spelniony. Okazemy jak wowczas, stosujac
metode regresji mozna znalez¢ wszystkie rozwigzania rdwnaniu (5) w liczbach catkowitych x;,
X240 ey Xme

Zauwazymy przede wszystkim, ze mozna zalozy¢, iz w rownaniu (5) wszystkie wspotczynniki a;,
a,,..., an Sg naturalne,

gdyz sktadniki o wspotczynnikach 0 mozna opusci¢, za§ wspotczynnik ujemny mozemy zastgpic
przez réwny mu co do warto$ci bezwzglednej dodatni, zmieniajac znak przy niewiadomej. Gdyby
wszystkie wspotczynniki a,, as,..., an byly réwne, mieliby§my rownani:

ai(X+xot+...+Xn) = b
Jezeli rGwnanie to jest rozwigzalne w liczbach catkowitych x;, X,..., Xm, to oczywiscie liczba b musi
by¢ podzielna przez a,, a jezeli warunek ten jest spetniony i b = a;c, gdzie c jest liczbg| catkowita, to
otrzymujemy roOwnanie
X+ X+ ...+ Xn=C¢C,
ktorego wszystkie rozwigzania w liczbach catkowitych x;, X,..., Xm, jak latwo zauwazyc,

otrzymamy biorac za X», Xs,..., Xm dowolne liczby catkowite i wyznaczajac X; ze wzoru X;=c¢ — X, —
X3 -... - Xm. Mozemy wigc dalej przy dopuscié, ze nie wszystkie wspotczynniki a,, a,,..., an s3 rowne,



ze wigc na przyklad a, # a, przypus¢my a, > a,. Przypusémy, zZe liczba a, przy dzieleniu przez a,
daje iloraz catkowity oraz reszte b,: bedzie wiec a; = a)k + b,, gdzie k jest liczbg naturalng, za$ b,
liczba catkowita, takg iz 0 <b, < a,.

Poh')zmy yYi= kX] + X2, Y2 = X1, b] = . Be;d21e QX tax, = az(kX1 + X2) + b2X| = b1Y| + bz}’z i rOwnanie
(5) przejdzie na rOwnanie

(6) b1yl + bzyz +azxXst+ ...t apX;m = b

Z kazdego rozwigzania rownania (5) w liczbach calkowitych x;, xa,..., X, otrzymujemy rozwigzanie
w liczbach catkowitych yi, y2, Xs..., Xm rOWnania (6), ktadac y, = kx; + x», y» = x;. Na odwroét, z
kazdego rozwigzania w liczbach calkowitych yi, y2, X3,..Xm rOwnania (6) otrzymujemy rozwigzanie
w liczbach catkowitych x, xa, ..., Xm tOWnania (5) kladac x; =y, X = yi- ky».

Poniewaz a; > a, = b; > b,, wigc a,;+ a,> by + b, 1 przeto suma wszystkich wspoétczynnikow przy
niewiadomych w roOwnaniu (6) jest mniejsza niz w rownaniu (5). Mozemy wigc tutaj zastosowac
metode regresji. Opuszczajac ewentualne wyrazy o wspdlczynnikach = 0 musimy wiec dojs¢ albo
do rownania o jednej niewiadomej, ktore potrafimy rozwigzaé, albo do réwnania, w ktorym
wszystkie wspotczynniki przy niewiadomych sg réwne; i w tym przypadku wiemy, jak postapic.
Zauwazmy tu jeszcze, ze gdyby w rownaniu (5) jeden ze wspotczynnikéw przy niewiadomych, na
przyktad a,, byl réwny 1, to natychmiast znalezlibySmy wszystkie rozwigzania tego rOwnania w
liczbach catkowitych x;, x,,..., Xm, biorac za x,, X3, ..., Xm dowolne liczby catkowite i ktadac

X1 = b - ArxXo - A3X3 - ... = AmXm.
Przyktad. Znajdziemy wszystkie rozwigzania w liczbach catkowitych x. y, z, rownania
(7 6x + 10y —7z=11.

Ktadac 7' = - z, otrzymujemy rownanie 6x + 10y + 7z' = 11. Wobec 10 =7 + 3 mamy stad 6x + 7(y +
z") + 3y = 11 i kladac y + Z' = t, otrzymujemy roéwnanie 6x + 7t + 3y = 11. Wobec 7 = 6 + 1 mamy
stad 6(x +t) + t + 3y = 11 1, kladgc x + t = u otrzymujemy rownanie 6u + t + 3y = 11. Wszystkie
rozwigzania w liczbach catkowitych u, t, y tego rownania otrzymamy oczywiscie obierajac jako y i
u dowolne liczby catkowite 1 ktadac t = 11- 3y - 6u. Wobec x + t = u otrzymujemy stad : x=u-t =
3y+7u -11, za§ wobec z'= -z iy + Z' =t , znajdujemy z =y - t =4y + 6u - 11. Wszystkie
rozwigzania rOwnania (7) w liczbach catkowitych x, y, z s3 wigc zawarte we wzorach x = 3y + 7u -
11,z=4y + 6u - 11, gdzie y i u s3 to dowolne liczby calkowite. Jakoz sprawdzamy: 6(3y + 7u - 11)
+ 10y - 7(4y + 6u - 11) = 11. Latwo jest dowies¢, ze jezeli rOwnanie (5) jest rozwigzalne w liczbach
catkowitych, to takich rozwigzan, w razie m > |, |jest nieskonczenie wiele. Jezeli bowiem istnieja
liczby catkowite yi,ya,...ym takie, ze

a1yi + ay»2 +...+ AmYm = b,

to ktadac x; = yi+ anti, dlai=1, 2,..., m - 1, za§ X, = ym — a1ty - ... - am1tm, gdzie ty, to, ..., tm_1s3
dowolnymi liczbami catkowitymi, otrzymamy, jak latwo sprawdzi¢, liczby catkowite Xi,Xa,...,Xm
spetniajace rownanie (5). Mozna by tez dowies¢, ze jesli rOwnanie (5) jest rozwigzalne w liczbach
catkowitych xi, X, ..., Xm, to liczby te wyrazaja si¢ liniowo (o wspolczynnikach catkowitych) przez
m-1 dowolnych parametréw. (W podanym wyzej przyktadzie niewiadome X,y,z wyrazaja si¢ za
pomocg dwoch dowolnych parametrow y i u.) Uwaga ta pozwala rozwigzywa¢ w liczbach
catkowitych uktad n réwnan liniowych o m niewiadomych. W tym celu z pierwszego réwnania
wyrazamy kazda z niewiadomych przez m-1 parametroéw i otrzymane wyrazenie wstawiamy do
kazdego z pozostalych n -1 rownan. Uwazajagc m - 1 parametréw jako nowe niewiadome,
otrzymamy w ten sposob n - 1 réwnan liniowych (o wspotczynnikach catkowitych) o m—I1
niewiadomych. Postepujac w ten sposéb dalej dojdziemy albo do jednego rownania (o jednej lub



wiecej niewiadome;j), a to juz wiemy, jak rozwigzac, albo do jednego lub wigcej réwnania u jednej

niewiadome;. .
CZESC CZWARTA

ROWNANIA DIOFANTYCZNE

Dzial teorii liczb zajmujacy si¢ rozwigzywaniem rownan w liczbach catkowitych nazywa si¢
analiza diofantyczng, poniewaz matematyk grecki Diofantes z Aleksandrii (ktory zyt w III wieku n.
e.) zajmowatl si¢ zagadnieniami prowadzacymi do rozwigzywania rownan o dwoéch lub wiecej
niewiadomych w liczbach catkowitych. Zaczniemy tu od réwnania dowolnego stopnia o jednej
niewiadomej. Przypusémy, ze lewag strong rownania jest wielomian jednej zmiennej o
wspolczynnikach catkowitych, Ze zatem rownaniem jest

(1)  ax™+ax™+ .. +apx+a,=0,

gdzie m jest dang liczbg naturalna, za$ do, ap,a;..., an - dane liczby catkowite, przy czym a., # 0.
Jezeli liczba calkowita x spetnia rownanie (1), to mamy

(apx™' +a;x™? + ...+ an )X = - A,

skad wynika, ze liczba x musi by¢ dzielnikiem liczby a,. Poniewaz liczba catkowita, r6zna od zera,
am, ma skonczong liczbe dzielnikow, wigc wszystkie rozwigzania w liczbach catkowitych x
rownania (1) mozemy znalez¢ za pomoca skonczonej ilosci prob, podstawiajagc do rownania (1)
kolejno wszystkie dzielniki liczby a., (zar6wno dodatnie, jak i ujemne) i wybierajac tylko te z nich,
ktore spetniajg nasze rownanie. Gdyby bylo a,, = 0, to oczywiscie jednym z pierwiastkow naszego
réwnania byloby x = 0, a dla innych jego pierwiastkow mieliby$Smy rownanie

aXx™ +ax™ 4+ ...+ anoX +an; =0

z ktérym, w razie an,. # 0, postgpiliby§my jak poprzednio z réwnaniem (1), za§ w razie am; = 0
otrzymaliby$my rownanie m - 2-go stopnia itd. Znajdziemy na przyktad wszystkie rozwigzania w
liczbach catkowitych réwnania

x* - 5x* - 3% + 15x*+ 2x— 10 = 0.
Poniewaz dzielnikami liczby 10 sa tylko liczby 1, 2, 5, 10 oraz -1, -2, -5, -10, wigc musimy za x
podstawia¢ do naszego rownania kolejno te 8 liczb. Z tatwoscig stwierdzamy, ze sposrod tych liczb
tylko liczby 1, 2, 5, -1 1 -2 spelniaja nasze rdbwnanie : one wigc daja wszystkie rozwigzania naszego
rownania w liczbach catkowitych. Jako drugi przyktad wezmy réwnanie

xX'+x+2=0
Tu musimy za x podstawia¢ do naszego rownania tylko dzielniki liczby - 2, czyli liczby 1, -1, 21 -2.
W ten sposob stwierdzamy z tatwoscia, ze tylko liczba -1 jest rozwigzaniem naszego réwnania w
liczbach catkowitych. Tak wiec znajdowanie wszystkich liczb catkowitych, bedacych pierwiastkami
danego wielomianu o wspolczynnikach catkowitych, nawet dla wielomianéw wyzszych stopni, nie
przedstawia innych trudno$ci poza technicznymi; inaczej jest ze znajdowaniem wszystkich
pierwiastkow danego wielomianu, z ktorym mamy do czynienia w algebrze, gdzie, jak wiadomo,
juz wzory na pierwiastki wielomiandéw trzeciego lub czwartego stopnia sg skomplikowane, a
pierwiastki wielomiandw stopnia wyzszego niz czwarty tylko w pewnych szczegdlnych
przypadkach moga by¢ znalezione algebraicznie. Jezeli chodzi o rozwigzywanie danych rownan o
dwoéch lub wigcej niewiadomych w liczbach catkowitych, to mozemy sobie uluwia¢ nastgpujace
pytania, ktorych stopien trudnosci jest coraz wigkszy.
1.Czy dane réwnanie ma choc¢by jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych?
2.Czy rozwigzan danego rownania w liczbach catkowitych jest ilo§¢ skonczona, czy tez jest ich
nieskonczenie wiele?



3.Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania danego réwnania w liczbach catkowitych.
Znane s3 przypadki, w ktorych juz na pierwsze pytanie nie potrafimy da¢ odpowiedzi. Nie wiemy
na przyklad czy rownanie x* +y’ + 7z’ = 30 ma choc¢by jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych x,
y, z. O rownaniu x*+ y* + z* = t* wiemy, ze ma rozwigzania w liczbach catkowitych x, y, z, t (np. x =
y =0, z =t), ale nie wiemy, czy ma rozwigzanie w liczbach naturalnych ani tez, czy jest ich liczba
skonczona. Dla réwnania x3 + y3 + z3 = 3 znamy cztery rozwigzania w liczbach catkowitych x, vy,
z, mianowicie (a:, y, z) = (1, 1, 1), (4, 4, —5), (4, —5, 4) 1 (—S5, 4, 4), ale nie wiemy, czy s3 jeszcze
inne.
O réwnaniu x* + y° + z° = 3 natomiast wiemy, ze ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
calkowitych, na przyktad, jak tatwo sprawdzi¢, (x, y, z) = (1 + 6n°, 1 - 6n°, - 6n%), gdzie n jest
dowolng liczbg naturalng, ale nie znamy wszystkich rozwigzan tego rownania w liczbach
catkowitych. Natomiast fatwo jest dowies¢, ze réwnanie x* + y° + 7z’ = 4 nie ma rozwigzan w
liczbach catkowitych x, y, z. W samej rzeczy, szeScian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 9
moze dawac tylko reszte 0, 1 lub 8, skad wynika, ze suma dwdch sze$ciandéw liczb catkowitych
moze przy dzieleniu przez 9 dawac tylko reszte 0, 1, 2, 7 lub 8, zatem suma trzech sze$cianow tylko
reszty 0, 1, 2, 3, 6, 7 lub 8, a wigc nigdy nie daje reszty 4 ani reszty 5.
Nie tylko wigc rownanie x* + y* + z° = 4, ale i rownanie x* + y’ + Z’ = 5 nie ma rozwigzan w
liczbach calkowitych x, y, z (i ogdlniej, nie ma takich rozwigzan rownania x* +y° + 2’ = k, gdzie k
jest liczbg catkowita, dajaca przy dzieleniu przez 9 reszte 4 lub 5).
O réwnaniu X’ + y* + 7z’ = 6 wiemy, Ze ma rozwigzania w liczbach calkowitych x, y, z na przyktad
(x,y,2) = (-1,-1, 2) (-43, -58, 65), (-55, - 235, 236), ale nie wiemy, czy jest ich ilo§¢ skonczona.
Niekiedy na przeszkodzie znalezieniu wszystkich rozwigzan danego rownania w liczbach
catkowitych stoja tylko trudnosci techniczne: dlugos$¢ potrzebnych na to rachunkéw. Na przyktad,
gdyby chodzito o znalezienie wszystkich rozwigzan w liczbach catkowitych x, y rdéwnania xy = 2'"!
- 1. Wiemy, Zze ma nimi rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y wigkszych od 1, ale nie potrafimy
go znalez¢, chociaz byloby to teoretycznie mozliwe przez dokonywanie dzielenia liczby 2'' - 1
przez kolejne liczby naturalne < 2'"' - 1, lecz liczba prob bylaby tu zbyt wielka, aby je mozna bylo
przy dzisiejszym stanie techniki wykonac.
Natomiast nie znamy zadnego postepowania, ktore by moglo, chocby po bardzo dlugich
rachunkach, doprowadzi¢ nas do rozstrzygniecia, czy rownanie x* +y* + z° = 30 ma rozwigzanie w
liczbach catkowitych x, y, z. Latwo jednak byloby dowie$¢, ze nie ma ono rozwigzan w liczbach
naturalnych, co pozostawiamy czytelnikowi. Latwo da¢ przyklady rownan drugiego stopnia o
dwoéch niewiadomych i o wspotczynnikach catkowitych, ktore nie maja zadnego rozwigzania w
liczbach calkowitych, na przyktad rownanie x*+y>-3 = 0. Latwo tez da¢ przyklad takich réwnan,
ktore majg skoficzong liczbe rozwigzah w liczbach catkowitych: na przyktad rownanie x* + y*- 5 =
0 ma osiem rozwigzan liczbach catkowitych: (x, y) = (1, 2), (2, 1), (-1, 2), (2,-1), (1 ,-2), (-2, 1), (-
1,-2), (-2,-1). Nie jest tez rzecza trudng danie przykladu réwnania drugiego stopnia o dwoéch
niewiadomych 1 o wspotczynnikach catkowitych, majacego nieskonczenie wiele rozwigzan w
liczbach catkowitych. Takim jest na przyktad roOwnanie

2) x*+x-2y*=0

Rownanie to ma w liczbach naturalnych x, y rozwigzanie oczywiste x =y = 1.
Z drugiej strony tatwo dowies$¢, ze jezeli liczby x i y daja rozwigzanie rownania (2) w liczbach
naturalnych, to liczby (oczywiscie naturalne)
3)&=3X+4y+1,n=2x+3y+1
tez dajg rozwigzanie naszego réwnania, gdyz jak tatwo obliczy¢:

E+E-2=CBx+4y+1)Bx+4y+2)-2 2x + 3y + 1)’ =x> + x — 2y*

Z kazdego rozwigzania rownania (2) w liczbach naturalnych mozemy wiec otrzymaé rozwigzanie



tegoz rownania w wigkszych liczbach naturalnych. Na przykiad z rozwigzania x =y = 1
otrzymujemy w ten sposob rozwigzanie § =8, 1 = 6, z tego za§ nowe rozwigzanie (49, 35), z niego
za$ (288, 204) itd. Rownanie nasze ma wigc nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych
X, V. Mozna by dowie$¢, ze wychodzac z rozwigzania X = y = 1 1 wyznaczajagc wcigz nowe
rozwigzania za pomocg wzordw (3) mozna otrzymaé wszystkie rozwigzania réwnania (2) w
liczbach naturalnych x, y. Liczbe n(n+1) / 2 , gdzie n jest liczba naturalng, nazywamy n-tg liczbg
trojkatng 1 oznaczamy przez t,. ROwnanie (2) mozemy wigc napisa¢ w postaci

te=y?
Wyznacza ona wszystkie liczby kwadratowe y?, ktore sg zarazem trojkatne. Podane wyzej wzory
pozwalaja wigc wyznaczy¢ kolejno wszystkie takie liczby. Istnieje zatem nieskonczenie wiele liczb
kwadratowych, ktore sa zarazem trojkatnymi. Udowodniono, Ze nie ma liczby trojkatnej > 1, ktdra
by byla bikwadratem, tj. rownanie x> + x - 2y* = 0 nie ma rozwigzah w liczbach naturalnych > 1.
Mozna natomiast dowie$¢, ze rownanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
wymiernych x,y. Jednym z nich jest x = 32/49, y = 6/7, innym x = 1/239% y = 13/239
Rozwazmy teraz rownanie x* + x - y> = 0. Dla naturalnych x liczby x i x + 1 sa, jak wiadomo,
wzglednie pierwsze (tj. nie maja wspolnego dzielnika wiekszego od jednosci, gdyz taki dzielnik
bytby dzielnikiem ich roznicy, czyli liczby 1, co jest niemozliwe). Gdyby istniaty liczby naturalne
X.y takie iz x>+ x - y*> = 0, mielibySmy x(x + 1) = y* i liczba kwadratowa y* bylaby iloczynem
dwoch liczb wzglednie pierwszych x 1 x +1. Lecz, jak wiadomo z arytmetyki, jezeli liczba
kwadratowa jest iloczynem dwoch liczb naturalnych wzglednie pierwszych, to kazdy z czynnikow
musi by¢ kwadratem liczby naturalnej. Istniatyby wiec liczby naturalne k i 1, takie iz x = k%, x+1 =
1%, skad 1 =1* - k* = (1 + k) (1 — k), co jest niemozliwe gdyz pierwszy czynnik prawej strony jest >
2. Zalozenie, ze rOwnanie x* + x - y* = 0 ma rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y doprowadza
wiec do sprzeczno$ci. ROwnanie to nie ma przeto rozwigzan w liczbach naturalnych: innymi stowy,
iloczyn dwoch kolejnych liczb naturalnych nie jest nigdy kwadratem liczby naturalnej. Zauwazymy
jednak, ze rownanie x*+ x - y* = 0 ma rozwigzania w liczbach wymiernych dodatnich ,na przyktad
x=1/3,y=2/31lubx=1/8,y=3/8
Podobnie tatwo moglibySmy dowie$¢, ze dla naturalnych m > i réwnanie x* + x - y™ = 0 nie ma
rozwigzan w liczbach naturalnych x iy, a wigc ze iloczyn dwoch kolejnych liczb naturalnych nie
jest potega liczby naturalnej o wyktadniku wigkszym od jednosci. Od dwustu przeszto lat jest znane
zagadnienie : Czy iloczyn dowolnej ilosci kolejnych liczb naturalnych moze by¢ potega liczby
naturalnej. Dotad udowodniono tylko, ze iloczyn dwoch, trzech, . . ., az do siedemnastu kolejnych
liczb naturlnych nie jest potgga liczby naturalnej o wyktadniku > 1, tj, Ze rownanie

x(x+1)..x+k-1)=y™

gdzie k jest liczba naturalna, taka iz 2 < k < 17, za§ m liczbg naturalng > 1, nie ma rozwigzan w
liczbach naturalnych x i y. Zajmiemy si¢ teraz rOwnaniem x> + x + 1 = 3y?, ktore ma juz swoja
historig. W 1950 r. matematyk wegierski R. O b 1 a t h przypuszczat, Zze poza rozwigzaniem x =y =
I nie ma ono innych rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, gdzie x jest liczbg nieparzysta. W
tymze roku T. N a g e 11 podat rozwigzanie x =313, y = 181.

Latwo dowies¢, Zze rownanie nasze ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, vy,
a wsérod nich nieskonczenie wiele takich, gdzie x jest liczba nieparzysta. Jezeli bowiem liczby
naturalne x 1y spetniajg nasze rébwnanie, to, jak fatwo sprawdzi¢, liczby § =7x + 12y + 3, n=4x +
7y + 2 rOwniez sg naturalne i spetniajg nasze rownanie, gdyz

E24E+1-3n=(Tx+ 12y +3) (7x+ 12y +4) +1-3 (4x+ Ty +2)>=x>+x+ 1 -3y~

Z kazdego wigc rozwigzania naszego réwnania w liczbach naturalnych mozemy otrzymac
rozwigzanie tegoz roOwnania w liczbach naturalnych wigkszych. Tak na przyktad z rozwigzania (1,
1) otrzymujemy kolejno rozwigzania

x,y)=(1,1),(22, 13), (313, 181), (4366, 2521), (60817, 35113), . ..

Latwo byloby dowies¢, ze w rozwigzaniach tych liczby x s na przemian nieparzyste i parzyste, za$
liczby y zawsze nieparzyste. Trudniej bytoby dowies¢, ze w ten sposob otrzymujemy wszystkie



rozwigzania naszego rownania w liczbach naturalnych. Andrzej Rotkiewicz zauwazyl, ze z kazdego
rozwigzania w liczbach naturalnych x > 1 i y rownania x> + x + 1 = 3y* mozna otrzymaé
rozwigzanie w liczbach naturalnych y, z réwnania

4) (z+1) -2 =y~

Jezeli bowiem liczby naturalne x > 1 1y spetniajg rownanie x2 + x+ 1 to, jak fatwo sprawdzi¢,
mamy (x- 1)* = 3(y* - x), skad wynika, ze liczba (naturalna) x- 1 jest podziena przez 3, zatem x - 1 =
3z, gdzie z jest liczbg naturalng, przy czym bedzie 3z° = y2 - x = y* - 3z - 1, co dowodzi, ze liczby x
1y spelniajg rownanie (4).

Tuk wiec z rozwigzan (22, 13), (313, 181), (4366, 2521), rownania x*+x+1=3y* otrzymujemy
rozwigzania (7, 13), (104, 181), (1455, 2521) rownania (4). Mozna dowie$¢, ze w ten sposdb
otrzymujemy wszystkie rozwigzania réwnania (4) w liczbach naturalnych y i z.

Przejdzmy teraz do rownania

(5) x*-Dy* =1,

ktore przez pomytke Eulera nazwane zostatlo rownaniem Pella,cho¢ Pell si¢ nim nie zajmowat.
Gdyby tu D bylo kwadratem liczby naturalnej, D = n?, rbwnanie (5) mozna by napisa¢ w postaci

(x-ny)(x+ny)=1

skad wynika z latwoscia, ze woOwczas rownanie (5) ma w liczbach catkowitych x, y tylko
rozwigzanie X = = 1, y = 0. Przypusémy wiec, ze D jest liczbg naturalng, nie bedacg kwadratem
liczby naturalnej, albo, co na to samo wychodzi, ze liczba \D jest niewymierna. Powstaje pytanie:
czy wowczas rownanie (7) ma rozwigzania w liczbach naturalnych x, y. Gdyby takie rozwigzanie
istniato, istniatoby tez oczywiscie rozwigzanie w liczbach naturalnych najmniejszych x, y. Latwo
tez dowies¢, ze jezeli rownanie (5) ma cho¢ jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, to ma
takich rozwigzan nieskonczenie wiele. Jezeli bowiem (a, b) i (¢, d) sg dwa (r6zne lub nie)
rozwigzania roéwnania (7), to wobec tozsamosci

(ac + Dbd)? - D(bc + ad)’ = (a> — Db?) (¢* — Dd?)

wnosimy, ze liczby x = ac + Dbd 1 y = bc + ad tez daja rozwigzania réwnania (5).Mozna dowies¢,
ze wszystkie rozwigzania rownania (5) w liczbach naturalnych x, y zawarte s3 w ciagu
nieskonczonym (x, y,) (n = 1, 2 ...), gdzie (X, yi) jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych
najmniejszych, za$

Xnt1 = X1Xn T DY1¥n, Va1 = ViXa + Xiyn dlan= 1, 2 .. . Na przyktad, poniewaz rozwigzaniem réwnania

x*-2y*=1

w liczbach naturalnych najmniejszych jest x; = 3, y; = 2, wigc wszystkie rozwigzania (X,, y») tego
réwnania w liczbach naturalnych otrzymamy ze wzorow

Xnt1 = 3Xn T 4Yn, Yor1 = 2X, T 3yndlan=1,2,...

W ten sposob otrzymujemy kolejno rozwigzania: x,= 17, y, = 12, x5 =99, y3 =70, x4 = 577, y3 =
408. Mozna dowies¢, ze jezeli liczbaVD jest niewymierna, to istnieje rozwiazanie rownania (5) w
liczbach naturalnych. Ale jak mozna takie rozwigzanie znalez¢? .Sprawa bynajmniej nie jest tatwa.
Zdawatoby sie, ze dla znalezienia rozwigzania réwnania (5) w liczbach naturalnych x, y, i to w
liczbach naturalnych najmniejszych, wystarczy podstawia¢ za y kolejne liczby naturalne i badac,
czy liczba Dy* + 1 jest kwadratem liczby naturalnej. Jezeli y bedzie najmniejsza liczbg naturalng,
dla ktorej Dy? + 1 bedzie kwadratem, powiedzmy, liczby naturalnej x, to (X, y) bedzie rozwigzaniem
rownania (5) w liczbach naturalnych najmniejszych. W ten sposob tatwo byloby znalez¢ dla D = 2,
3,5,6,7,8, 10, 11, 12 rozwigzania w liczbach naturalnych najmniejszych (3, 2), (2, 1), (9, 4), (5,
2),(8,3),(3,1)," (19, 6), (10, 3), (7, 2).



Trudniej byloby ta droga znalez¢ rozwigzanie rownania (5) w liczbach naturalnych najmniejszych
dla D = 13, gdyz jesl nim uklad (649, 180), albo dla D = 29, gdzie takim uktadem jest. (4901,
1820). A juz calkiem niemozliwa bylaby ta droga, gdy bySmy chcieli znalez¢ rozwigzanie w
liczbach naturalnych najmniejszych réwnania (5) dla D = 991, gdyz jest nim uktad liczb x, y, gdzie
x ma 30, za§ y ma 29 cyftr. Totez dla znajdywania rozwigzan w liczbach naturalnych najmniejszych
rownania (5) znaleziono inng droge, polegajaca na rozwijaniu liczby niewymiernej D na utamek
fancuchowy 1 obliczania licznika i mianownika odpowiedniego reduktu tego rozwigzania. Jest
rzeczg godng uwagi, ze latwo jest znalezé wszystkie rozwigzania rownania (5) w liczbach
wymiernych réznych od zera. W samej rzeczy, przypusémy,ze X iy sg to liczby wymierne, rézne od
zera, spelniajgce nasze rdownanie. Mamy tu wiec x #1, gdyz w razie x = 1 mielibySmy Dy* = 0,
skad y = 0, wbrew zalozeniu Polézmy r=1-x/y : bedzie to liczba wymierna, r6zna od zera. Stad
x = 1 - ry i, wstawiajgc do naszego rownania, otrzymujemy (1 - ry)* - Dy*= 1, skad - 2 ry + r’y* -
Dy? = 0, co wobec y # 0 daje - 2r + (r* - D)y = 0; a poniewaz, jak wiemy, r* - D # 0, gdyz D nie jest
kwadratem liczby wymiernej wigc y = 2r (r* - D), skad x = 1 - ry = - (r*+D/r*-D). Z drugiej strony
jezeli dla dowolnej liczby wymiernej r réznej od zera potozymy x = -(r*+D /r>-D),y = 2r/r*-D

to otrzymamy liczby wymierne rézne od zera, spelniajace rownanie (7), co wynika

natychmiast z tozsamosci (r* + D)* - D(2r)* = (r* — D). Wszystkie rozwigzania rownania (5)
(gdzie D jest liczbg naturalng i, nie bedacg kwadratem) w liczbach wymiernych réznych od zera
otrzymujemy wig¢c z wzorow

X = r*+D/D-1%, y = 2r/r2 - D

gdzie r jest liczbg wymierng # 0. PrzejdZzmy z kolei do roéwnan drugiego stopnia o wigcej niz
dwoch niewiadomych. Przede wszystkim nasuwa si¢ tu rGwnanie

(6) x* +y*=7°.

Liczby naturalne x, y, z, spetniajgce to rOwnanie, tworzg tak zwany trdojka t pitagorejski. Ogranicze
si¢ tu tylko do podania, ze wszystkie rozwigzania réwnania (6) w liczbach naturalny x,y,z
otrzymujemy z wWzoréw

x=(m>—n?)l, y =2mnl, z= (m’ + n?)l

gdzie m, n <m 1 s3 to liczby naturalne, po dotgczeniu rozwigzan z przestawionymi liczbami x 1 y.
Trudniejsza jest sprawa, gdy chodzi o rozwigzywanie uktadow dwoch lub wigcej rownan drugiego
stopnia w liczbach naturalnych, na przyktad o dowod twierdzenia, ze uktad dwoch rownan

X2+y2222, Xz—yzztz

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z, t, czego dowiodl juz Fermat. Udowodniono, ze
istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z, t, u, v uktadu trzech rownan

(7) X+y =t xX+2=0l Y+ 2=V,

na przyktad x =44, y = 117, z = 240, t = 125, u = 244, v = 267, ale nie wiemy, czy istnieje cho¢
jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z, t, u, v, w ukladu czterech réwnan, ktére
otrzymamy dolaczajac do uktadu (7) jeszcze rownanie

2+ yz + 72 = w2
Innymi stowy, nie wiemy, czy istnieje prostopadioscian, ktorego krawedzie, przekatne $cian
bocznych 1 przekatna wewngtrzna bylyby liczbami naturalnymi. Okoto roku 1220 postawiono



zagadnienie znalezienia liczb wymiernych r, dla ktorych liczby r* + 5 oraz r* - 5 bylyby kwadratami
liczb wymiernych. Wkrotce po tym Leonardo Pisano znalazt takg liczbe r = 41/12 \W roku 1931 J.
D. Hill znalazt inne takie liczby, na przyktad r = 3344161/ 1494696 . Dzi§ wiemy, ze takich
liczb wymiernych jest nieskonczenie wiele. Napiszmy liczbe wymierng r w postaci utamka
nieprzywiedlnego x/y Jezeli liczby r* + 5 i 1* - 5 sg kwadratami liczb wymiernych, to wynika stad z
fatwoscia, ze liczby x* + 5y* oraz x* - 5y* muszg by¢ kwadratami liczb naturalnych, czyli mamy
rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z i t uktadu réwnan

8) x>+ 5y =27, x* - 5y* = %,

gdzie liczby x 1 y sa wzglednie pierwsze. Z drugiej strony jasng jest rzecza, ze z kazdego
rozwigzania uktadu réwnan (8) w liczbach naturalnych x, y, z, t, gdzie liczby x 1 y sa wzglednie
pierwsze, otrzymamy liczbe wymierng r = x/y , dla ktorej liczby r* + 5 i 1* - 5 bedg kwadratami liczb
wymiernych. Ogolniej zajeto si¢ ukladem réwnan

9) x*+ky'=7,x*-ky’ =t

gdzie k jest liczbg naturalng > 1, niepodzielng przez zaden i1 kwadrat liczby naturalnej > 1. Mozna
dowies¢, ze jezeli liczby x 1y sa wzglednie pierwsze i1 jedna z nich jest parzysta, i jezeli liczby
naturalne x, y, z, t, spelniajg rownania (9), to wyznaczajac liczby xi, yi, z1, tize wWzorow

(10)  x1=x*+K4y" yi=2 xyzt, zI=x* + 2k x’y* - K*y* tl=[x* - 2kx?y* - kK*y"
otrzymamy liczby naturalne, spetniajgce rownania x,* + ky,> = z;* , x> - ky,* = t,* gdzie liczby x, i
y: beda wzglednie pierwsze, y; parzyste, oraz x; > X, y; > y. Wynika stad, ze jezeli uktad rownan
(9) ma cho¢ jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z, t, gdzie liczby x 1 y sa wzglednie
pierwsze 1 jedna z nich parzysta, to ma on takich rozwigzan nieskonczenie wiele. W ten sposob na
przyktad dla k = 5, z rozwigzania x = 41, y = 12, z = 49, t = 31 przy pomocy wzordéw (10)
otrzymujemy rozwigzanie

x1 = 3344161, y, = 1494696, z, = 4728001, t, = 113279,

z ktorego otrzymujemy podang wyzej liczbe r znaleziong przez Hilla. Stosujac jeszcze raz wzory
(10) otrzymaliby$Smy liczby x., y», 7, t;, gdzie liczba x, mialaby juz 27 cyfr. Przejdzmy teraz do
roOwnan stopnia trzeciego. Tu juz dla rownan o dwoch niewiadomych napotykamy duze trudnosci.
Wezmy na przyktad jedno z najprostszych takich rownan

(1) x*-y’=1L

Od dawna wiedziano, ze nie ma ono innych rozwigzan w liczbach naturalnych x, y pozax =3,y =
2, ale dowody byly nieelementarne. Dopiero niedawno prof. A. W a k u 1 1 ¢ z znalazt dowod
elementarny, ale dosy¢ dlugi. Mozna dowies$¢, ze twierdzenie, iz rdwnanie (11) nie ma innych
rozwigzan w liczbach naturalnych x, y poza x = 3, y = 2, jest rOwnowazne twierdzeniu, ze zadna
liczba trojkatna > 1 nie jest sze$cianem liczby naturalnej, jako tez jest rownowazne twierdzeniu, ze
zadne z rOwnan

w-2vi=1,u-2vi=-1
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych u i v, gdzie v > 1. Nietatwo jest dowies¢, ze rOwnanie
(12) x*+2=y’

nie ma innych rozwigzan w liczbach naturalnych x, y précz x = 5, y = 3, o czym wiedzial juz w



XVII wieku P. Fermat. Rownanie (12) ma jednak inne rozwigzania w liczbach wymiernych, na
przyktad

x=383/1000,y=129/100

Trudny jest dowdd, Ze rOwnanie x*- 2 = y* nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y. Potrafimy
natomiast dowie$¢ w sposob elementarny, ze zadne z rownan x* + 3 =y’ oraz x> - 7 =y’ nie ma
rozwigzan w liczbach catkowitych x. y. Natomiast rGwnanie x* + 7 = y* ma rozwigzania w liczbach
naturalnych , na przyktad x =1,y =2 lub x = 181, y =32. L . J . Mordell dowiddl, Zze dla kazde;j
liczby catkowitej k rownanie x> + k = y’ ma skonczong > 0 liczbe rozwigzan w liczbach
catkowitych x, y. Udowodniono, Zze rOwnanie

(13) x*+y'=2

na ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z; dowdd jest jednak trudny i dlugi. Latwiej znacznie
jest dowies¢, ze rownanie

(14) x*+y*=z7*

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z. Rownania (13) 1 (14) sg przypadkami
szczegdlnymi rownania

(15) x"+y'=z"

o ktérym Fermat twierdzit juz w 1672 r., Ze nie ma ono rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z,
gdy n jest liczbg naturalng > 2. To tak zwane ostatnie lub wielkiego twierdzenia Fermata
udowodnit w 1994 roku angielski matematyk Andrew Wiles W zwigzku z wielkim twierdzeniem
Fermata dla wyktadnika 3 zauwazymy, Ze mozna tatwo dowies¢, iz dla kazdej liczby naturalnej n #
2 istnieje szescian liczby naturalnej, bedacy suma n szesciandw réznych liczb naturalnych.
Twierdzenie to jest oczywiscie prawdziwe dla n = 1. Przypu$émy teraz, ze n jest liczbg naturalng i
ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby 2n - 1. Istniejg wigc liczby naturalne a, aj,a,, ..., am
takie, iz a; <a; <...<ay, oraz a’ =a,’ + ... +a’y. Stad i wobec rownosci 6° = 3° + 4’ + 5° mamy
(63)3 = (38.1)3 + (48.1)3+ (531)3 + (6&2)3 + (63.3)3 +...t (6a2n.1)3,

przy czym wobec a; < a, < ... < az., po prawej stronie wypisanej rOwnosci mamy 2n + 1
sktadnikéw rosngcych. Stad, przez indukcje, wynika prawdziwos$¢ naszego twierdzenia dla kazdej
liczby nieparzystej n. Niech teraz n bedzie liczbg parzystg > 2. Mamy 13° = 5° + 7+ 9* + 11° :
twierdzenie jest wiec prawdziwe dla n = 4. Niech dalej n bedzie liczba parzysta > 4, n = 2k + 2,
gdzie k jest liczbg naturalng > 1, 1 przypusémy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n - 2 = 2k
> 2. Istniejg wiec liczby naturalne a, aj, a,, ... ,ax takie, iz a; < a, < ... < ax oraz a’ = a,+a,’+...+
a’y. Stad

(6a)’ = (3a;)’ + (4a,)* + (5a))’ + (6a,)’ + (6a;)’ + ... + (6ax)’,
gdzie po prawej stronie mamy 2k + 2 = n sktadnikow rosngcych. Przez indukcje wynika stad, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby parzystej n > 2.
Mozna tez dowies¢ elementarnie, ze dla wszelkich liczb naturalnych m 1 n > m z wyjatkiem
ukladow m=n=11m = 1, n = 2, istnieje m + n rédznych liczb naturalnych a,, a,,..., am, bi,ba,...,bs
takich, iz

al+a’+..tar,=b’+b’+...+b,’.

Wiec na przyktad mamy 9° + 10° =P+ 12°, 7+ 8 =1+ 5+ 9 1’ + 12° + 15° =2° + 10° + 16°.



Latwo jest dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, ktore sa jednocze$nie
sumami dwoch szeScianow liczb naturalnych 1 réznicami dwoch szescianéw liczb naturalnych, co
wynika natychmiast z tozsamosci

(3n)’ + (4n)’ = (6n)’ - (5n)*dlan=1, 2,3, . ..

Trudniej nieco jest dowie$¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych bedacych
jednoczesnie sumg dwoch szesciandow liczb naturalnych wzglednie pierwszych jako tez roznica
dwoch szescianow liczb naturalnych wzglednie pierwszych. Wynika to z tozsamosci

(i) (270 + 1)*+ (81n* - 6n)’ = (81n* + 3n)3 - (54n° - 1)’ dlan =1, 2, ... i uwagi, ze dla

naturalnych n liczby 27n° + 1 i 81n* — 6n sg wzglednie pierwsze, jako tez liczby 81n* + 3n i 54n° - 1
na wzglednie pierwsze.

(Ze liczby 27n° + 1 i 81n* - 6n sg wzglednie pierwsze wynika natychmiast z tozsamosci 3n*(81n* -
6n) - (9n’ - 1) (27n + 1) = 1, ze za$ liczby 81n* + 3n i 54n®- 1 sa wzglednie pierwsze wynika z
tozsamosci 12n*(81n* + 3n) - (18n* + 1) (54n°- 1) =1.)

Z tozsamosci (1) wyprowadzamy tez wniosek, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych,
ktorych szescian jest suma trzech sze$ciandw liczb naturalnych, z ktérych kazde dwie sa wzglednie
pierwsze.

Dla dowodu wystarczy jeszcze okazaé, ze dla n = 1, 2, liczba 54n° - 1 jest pierwszg wzgledem
kazdej z liczb 27n’ + 1 i 81n* - 6n, co wynika z tozsamo$ci

36n° (270’ +1) - (18n* + 1) (54n° - 1) =11 (18n° - 1) (54n° - 1) - 12n* (81n* - 6n) = 1.

Euler wyrazit przypuszczenie, ze rownanie x* + y* + z*=t* nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych
X, Y, z, t. W 1945 i, M. Ward dowiodt, ze nie ma takich rozwigzan dla t < 10°.

Matematyk wegierski P. Erdos wyrazit przypuszczenie, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1
rownanie 4xyz = n (Xy + yz + zx) jest rozwigzalne w liczbach naturalnych x, y, Udowodniono, ze
przypuszczenie to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n takiej iz 1 <n < 141649 oraz dla
nieskonczenie wielu innych wartosci n; dowodu jednak dla kazdej liczby naturalnej n dotad nie
znamy. Podobne przypuszczenie mozna by wyrazi¢ dla réwnania 5xyz = n (Xy + yz + zx).
Zagadnienia te sa zwigzane z rozkladaniem liczb wymiernych na tak zwane utamki proste

Szukanie liczb trojkatnych, ktorych kwadraty sa rowniez liczbami trojkatnymi, doprowadza do
réwnania

(X +x)'=2(y +y).

Nie wiemy, czy ma ono rozwigzania w liczbach naturalnych x iy inne nizx=y=1orazx =3,y =
8. Udowodniono, ze jezeli sg takie rozwigzania, to dla nich liczba x musi mie¢ wigcej niz 330 cyfr.
Uktad dwu réwnan o czterech niewiadomych

x2+y2=u4,x+y=vz

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, u, v; rozwigzaniem w liczbach
naturalnych najmniejszych |jest znalezione juz przez Fermata rozwigzanie, w ktorym liczby x 1y
maja po 13 cyfr.

Powiemy jeszcze par¢ stow o rownaniach wyktadniczych. Do prostych rownan wyktadniczych o
dwoch niewiadomych doprowadza badanie wymiernosci czy tez niewymiernos$ci logarytméw liczb
naturalnych, na przyktad przy zasadzie 10. Przypus¢my, Zze chodzi o logarytm liczby 2 przy
zasadzie 10. Gdyby ten logarytm, ktory, jak wiadomo, jest liczba dodatnig. byl liczbg wymierna,
bylby postaci x/y, gdzie x 1y sa liczbami naturlanymi, i w mysl definicji logarytméw mielibysSmy
107 =2 skad 10*= 2.

Réwnanie to nie ma, jak tatwo zauwazy¢, rozwigzan w liczbach natralnych, gdyz lewa jego strona



jest dla kazdej liczby naturalnej x podzielna przez 5, prawa za$ strona, jako potgga liczby 2 o

naturalnym wyktadniku, podzielng przez 5 by¢ nie moze .Wnosimy stad, ze logarytm liczby 2 przy

zasadzie 10 jest liczbg niewymierng. Ogodlnielniej mozna by dowiesé, ze tylko liczby 10%, gdzie k

jest liczbg catkowitg (>, = lub < 0), sg liczbami wymiernymi dodatnimi, ktérych logarytmy przy

zasadzie 10 sg wymierne.

W zwigzku ze znang rownos$cig 3% + 4% = 5% postawiono pytanie jakie sg rozwigzania rOwnania
F+4v=5

w liczba naturalnych x, y, z. Mozna dowies¢ elementarnie, Zze jedynym rozwigzaniem tego rOwnania

w liczbach naturalnych x, y, z jest x =y = z = 2. Leon JeSmanowicz dowiddl, Ze podobng wlasnos¢

majg rownania

5%+ 12V =13, 7+ 24* = 257, 9 + 40" = 417, 11* + 60° = 61*

i postawit pytanie, dotad nie rozstrzygniete, czy istniejg liczby naturalne a, b, c, takie iz a> + b* = ¢ i

dla ktérych rownanie a* + b¥ = ¢* miatoby rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z inne niz x =y

=z=2.

A. Wakuliczdowiodl, ze rownanie 5* + 3 = 2¥ ma w liczbach naturalnych x, y tylko dwa

rozwigzania x = 1, y = 3 oraz x = 3, y = 7, skad wynika, ze utamek 1/n(n + 3) nie jest ulamkiem

dziesietnym skonczonym dla liczb naturalnych n réznych od 1, 3, 51 125.

Udowodniono, ze rOwnanie

(16) x'y'=z*

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z r6znych od jedno$ci. Jednym z
nich jest x =223 y =2*3*% z=2"37 P. Er d o s przypuszcza, ze rownanie (16) nie ma rozwigzan w
liczbach naturalnych x, y, z wigkszych od jednosci, gdzie liczby x 1y sg wzglednie pierwsze.

Od stuleci nie jest rozwigzane zagadnienie, czy rOwnanie

(17) x*-y=1

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych x, y, z, t wickszych od 1, ré6zneod x =3,y =2,z=2,1= 3.
Przypuszczenie, ze takich rozwigzan nie ma, znane jest pod nazwg twierdzenia Catalana. R. Hampel
dowiodl, ze poza podanym wyzej réwnanie (1) nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, vy, z, t
wiekszych od 1, gdzie x-y = = 1. W. Mnich zapytuje, czy istniejg trzy liczby wymierne, ktoérych
zardwno suma, jak i iloczyn sg rowne jednos$ci. Na to proste pytanie, nalezace zdawatoby si¢ do
zakresu arytmetyki elementarnej, nie potrafimy da¢ odpowiedzi, chociaz w ostatnich czasach
zajmowalo si¢ nim wielu wybitnych matematykéw. Latwo natomiast dowie$¢, ze pytanie W.
Mnicha jest rtOwnowazne pytaniu, czy istniejg trzy liczby catkowite a, b, c, takie iz
(a+b+c)y=abc#0,
a takze, Ze jest ono rOwnowazne pytaniu, czy istniejg trzy liczby catkowite x, y, z, takie iz
X’ +y +2°=xyz#0.
Jest ono tez rGwnowazne pytaniu czy istniejg liczby catkowite u,w,v takie iz

u/v + v/iwtw/u=1

Z tatwoscig mozna dowies¢, ze nie ma dwoch liczb wymiernych,ktérych zaréwno suma, jak i
iloczyn sg rowne jednosci. Natomiast A. Schinzel dowiodl, ze dla kazdej liczby naturalnej s > 3
istrnieje nieskonczenie wiele uktadow s liczb wymiernych, ktorych zarowno suma, jak 1 iloczyn sa
rowne jedno$ci. Aby na przyktad otrzymaé nieskonczenie wiele uktadéw liczb wymiernych x;, x,,
X3, X4: takich iz X;+ X2+ X3 +X4 = X; X2 X3 X4 = lwystarczy przyjac x; = n* /n’*-1, x, = -(1/n*-1),x;=n*-
I/n, x4 = -(n*1)/n gdzie n = 2, 3, ... , aby za$ otrzymaé nieskonczenie wiele uktadow liczb
wymiernych Xi, X, X3, X4, X5 gdzie X;+ Xo+ X3+X4 +X5= X; X2 X3 X4Xs5 = 1, wystarczy przyjac x; = 1,
X, =n,X3=1/n,Xs=-1n,Xs =-1/n gdzie n=1,2....



CZESC PIATA
BADANIE OKRESOWOSCI PEWNYCH CIAGOW NIESKONCZONYCH
Jezeli kazdej liczbie naturalnej n jest przyporzadkowana pewna liczba naturalna f(n), to moéwimy,

ze okreSlona jest pewna funkcja liczbowa f(n). Funkcja liczbowa bgdzie znana, jezeli znane sa
wartos$ci f(n) dla kazdej liczby naturalnej n, zatem jezeli znany jest cigg nieskonczony

f(1), (2), £3), . ..

Kazda funkcja liczbowa wyznacza wigc pewien cigg nieskonczony o wyrazach naturalnych. Z
drugiej strony kazdy cigg nieskonczony o wyrazach naturalnych

(1) Uy, Uy, Uz ,...
okresla pewng funkcje¢ liczbowa f(n) =u, (dlan=1, 2,...).
Jezeli wyrazy pewnego ciggu skonczonego a; a,, . . . a; (majacego s wyrazow) bedziemy dalej
kolejno wypisywali, nie zmieniajac ich porzadku, to otrzymany w ten sposob cigg nieskonczony

2) ai, , ..., As, A1, A, ..., A, A1, A2, ..., s ...

nazywamy okresowym, o okresie czystym a,, a,, ..., a.. Okresowym, o okresie czystym 1, 2, 3, 4, 5,
bedzie wigc cigg nieskonczony

1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,.,.

Okresowym tez, o okresie czystym 1, 4, 2, 8, 5, 7, bedzie cigg kolejnych cyfr po przecinku w
rozwinigciu liczby 1/7 na utamek dziesi¢tny nieskonczony:

1,4,2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,...

Jezeli przed ciggiem okresowym o okresie czystym dopiszemy dowolng skonczong liczbe r - 1
wyrazow, gdzie r jest liczba naturalng > 1, na przyktad przed ciagiem (2) wyrazy b, b,,...b.s, to

otrzymamy w ten sposob ciag by, b, ..., b,y ,ai, s, ..., a5, a1, a2, ..., &5 A1, A2, ..., & . , . NAZYyWaNy
ciggiem okresowym o okresie mieszanym a,, a,, ..., as.
Wyrazy by, by, .. ., b.y nazywamy wyrazami poprzedzajagcymi okres i moéwimy, ze okres zaczyna si¢

od r-go wyrazu. Tak na przyklad ciag kolejnych cyfr po przecinku w rozwinigciu liczby 3333/9000
na utamek dziesietny nieskonczony, czyli cigg niekonczony

3,5,8,1,1,1,...

bedzie okresowym o okresie mieszanym jednowyrazowym 1, zaczynajagcym si¢ od czwartego
wyrazu, gdzie wyrazami poprzedzajacymi okres sa 3, 5, 8. Krocej moglibysmy powiedzie¢: Jezeli
dla danego ciggu nieskonczonego (1) istniejg liczby naturalne r 1 s, takie iz

Ups=U,dlan=r,r+1,r+2, ...,

to mowimy, ze ciag (1) jest okresowy 1 ze w nim okres ma s wyrazow Uy, Ui , . . ., U1 1 ZacZyna
si¢ od r-go wyrazu. Jezeli w szczegdlnosci r = 1, to moéwimy, ze okres jest czysty, w przeciwnym
za$ razie, ze okres jest mieszany i1 ze poprzedza go r - 1 wyrazéw ciggu. Niech na przyktad, dla
naturalnych n, u, oznacza ostatnig cyfre liczby 2". Mamy tu, dla naturalnych n, 2"*- 2"=2"(2* - 1) =



2" e 15 =2""e 3 « 10. Liczby 2™*i 2" rdznig si¢ wiec o wielokrotno$¢ dziesieciu, a wigc majg te
samg ostatnig cytre, skad wynika, ze u,y =usdlan=1,2,.. .. Cigg (1), czyli ciag

2,4,8,6,2,4,8,6,2,4,8,6,. ..

jest tu wigc okresowy, o okresie czystym, majacym cztery wyrazy. Niech teraz u, oznacza reszte z
dzielenia liczby 2" przez 100. Mamy tu dla naturalnych n > 2

20 n= (220 ) = 27(2/0°1) (207 1) = 2"+ 1023 * 1025 =22+ 1023 « 41 « 100.

Liczby 2™ i 2" rdznig sie wiec o wielokrotnos$¢ liczby 100, skad wynika, Ze Uni0 = u, dla n > 2.
Dla n = 1 rowno$¢ ta nie za chodzi, gdyz u,1- u; = 2*' - 2 = 2(2%° - 1) jest (jako podwojona liczba
nieparzysta) liczba niepodzielng przez 4, a wigc tez, niepodzielng przez 100, skad u,, # u,. Ciag (1),
czyli ciag 2, 4, 1, 8, 16, 32, 64, 28, 56, 12, 24, 48, 96, 92, 84, 68, 36, 72, 44, 88, 76, 52, 4, 8, 16, ...
jest okresowym, o okresie mieszanym, majacym 20 wyrazéw, poprzedzonym jednym wyrazem 2.
Mozna dowies¢, ze gdybySmy oznaczyli przez u, reszt¢ z dzielenia liczby 2" przez 1000, to ciag (1)
bytby okresowym, o okresie mieszanym, majagcym 100 wyrazéw, poprzedzonych dwoma
wyrazami: 2 1 4. Niech teraz f(n) bedzie dowolng funkcjg liczbowa u, - dowolng liczbg naturalna, 1
potozmy, dla naturalnych n, u,. = f(u,) . Okazemy, ze ciag (1) bedzie okresowym wtedy i tylko
wtedy, gdy znajda si¢ w nim dwa wyrazy réwne (o réznych wskaznikach). Z jednej bowiem strony
jasna jest rzecza, ze jezeli ciag (1) jest okresowy, to musza si¢ w nim znalez¢ dwa wyrazy rowne o
roznych wskaznikach. Z drugiej za$ strony, jezeli takie dwa wyrazy w ciggu (1) istniejg, na przyktad
Urs = Uy, gdzie r 1 s sg liczbami naturalnymi, to mamy u,s = U, dla n = r. Ale jesli przy pewnym
naturalnym n mamy Uu:s = Un, t0 Untis = Umisyrt = f(Unss), Uner = f(Un) 1, wobec unis = u,, znajdujemy
Uni14s = Un+1. Stad przez indukcje wynika, ze u,s = u, dlan> 1, a wiec ciag (1) jest okresowy.

W szczegolnosci niech m bedzie dang liczbg naturalng 1 niech f(n) oznacza reszte z dzielenia liczby
10n przez m. Ciag (1), gdzie n,.; = f(u,) dlan = 1,2, .. ., bedzie okresowym, o okresie majagcym < m
wyrazow, gdyz przy naturalnych n liczby u, = f(u,), jako reszty z dzielenia przez m, sa nieujemne
<m-1, a wigc W ciggu Uy, Us, ..., Um:> (Majagcym m + 1 wyrazow) muszg si¢ znalez¢ dwie jednakowe
liczby. Na przyktad dla u, =2, m =13 pierwszymi m + 2 = 15 wyrazami sg

2,7,5,11,6,8,2,7,5,11,6,8,2,7,5,

1 pierwszymi rOwnymi wyrazami sg tu u; 1 u;. Cigg nasz jest zatem okresowy, o okresie czystym,
majacym 6 wyrazow 2, 7,5, 11, 6 ,8

Niech teraz f(n) oznacza liczbg, ktdrg otrzymamy, odwracajac porzadek cyfr liczby n + 5 (napisanej
w uktadzie dziesietnym). Bedzie tu wiec na przyktad f(4) =9, {(5) =1, f(97) = 201, {(405) = 14.
Potézmy ul = 1, u. = f(u,) dla n = 1, 2, ... .Ciag (1) bedzie wigc, jak dowiedliSmy wyzej,
okresowym wtedy i tylko wtedy, jezeli znajda si¢ w nim dwa jednakowe wyrazy o roznych
wskaznikach. Aby wiec zbadaé, czy cigg nasz jest okresowy, mozemy szuka¢ w nim dwodch
réwnych wyrazoéw o réznych wskaznikach. Jezeli je znajdziemy, bedzie to dowodem okresowosci
naszego ciggu. Ale gdybySmy obliczajac kolejne wyrazy naszego ciagu, na przyklad dwiescie
pierwszych wyrazow takich rownych wyrazow nie znalezli, nie byloby to jeszcze dowodem, Ze ciag
nasz nie jest okresowym, gdyz wyraz rowny ktoremu$§ z wczesniejszych wyrazow mogltby sie
znalez¢ gdzie§ na dalszym miejscu. Dla dowodu, Zze ciagg nasz nie jest okresowy, nalezatoby
dowies¢, ze zadnych dwoch rownych wyrazow o roznych wskaznikach w nim nie ma; w przypadku
ogolnym nie wiemy, jak mozna by taki dowdd przeprowadzi¢. Obliczajac pierwsze dwiescie
wyrazow okre§lonego wyzej ciagu (1), otrzymujemy ciag



1, 61, 66, 17, 22, 72, 77, 28, 33, 83, 88, 30, 44, 94, 99, 401,
906, 119, 921, 624, 926, 139, 441, 644, 946, 159, 461, 664, 966,
i1, 684, 986, 199, 402, T04, 907, 219, 422, 724, 927, 239, 442,
7, 259, 462, 764, 967, 2179, 482, 784, 987, 299, 403, 804, 908,
3, 824, 928, 339, 443, 844, 948, 359, 463, 864, 968, 379, 483,
1399, 404, 904, 909, 419, 424, 924, 929, 439, 444, 943 949,
969, 479, 484, 984, 980, 400, 405, 14, 19, 69, 47, 25,
19, 42, 74, 9%, 201, 602, 706, 117, 221, 622, 726,
, 157, 261, 662, 766, 177, 281, 682, 786, 197, 202,
222, 722, 727, 237, 242, 742, T4T, 257, 262, 62,

767, 277, 282, 782, 787, 297, 203, 802, 708, 217, 223, 822, 728,
337, 243, 842, 748, 357, 263, 862, 768, 377, 283, 832, 788, 397,
204, 902, 709, 417, 224, 922, 720, 437, 244, 942, 749, 457, 264,
962; 769, 477, 284, 982, 789, 497, 205, 12, 71, 67, 27, 23, 82, 78,

w ktorym zaden wyraz si¢ nie powtarza. Btedny bylby jednak stad wniosek, ze cigg nasz nie jest
okresowy, gdyz obliczajac dalsze wyrazy znajdujemy:

38, 34,93, 89,49, 45,5, 1,

a wigc powtdrzyl si¢ wyraz 1. Ciag nasz jest wigc okresowy o okresie czystym, majagcym 207
wWyrazow.

Gdyby$smy za$ przyjeli u; = 2, up = f(un), dla n = 1, 2,... przy tej samej co wyzej funkcji f,
otrzymalibySmy ciag

2, 7, 21, 62, 76, 18, 32, 73, 87, 29, 43, 84, 98, 301, 603, 806, 118, 321,
623, 826, 138, 341, 643, 846, 158, 361, 663, 866, 178, 381, 683, 886,
198, 302, 703, 807, 218, 322, 723, 827, 238, 342, T43, 847, 258, 362,
763, 867, 278, 382, 783, 887, 298, 303, 803, 808, 318, 323, 823, 828,
338, 343, 843, 848, 358, 863, 868, 378, 383, 583, 888, 398, 304, 903,
809, 418, 324, 923, 820, 438, 344, 943, 849, 458, 364, 963, 869, 478,
384, 983, 889, 498, 305, 13, 81, 68, 37, 24, 92, 79; 48, 35, 4, 9,
41, 64, 96, 101, 601, 606, 116, 121, 621, 626, 136, 141, 641, 646,
156, 161, 666, 176, 181, 681, 686, 196, 102, T01, 607, 216, 122, 721,
627, 236, 142, 741, 647, 256, 162, 761, 667, 276, 182, 781, 6817, 296,
103, 801, 608, 316, 123, 821, 628, 336, 143, 841, 648, 356, 163, 861,
668, 376, 183, 881, 688, 396, 104, 901, 609, 418, 124, 921, 620, 436,
144, 041, 649, 456, 164, 961, 669, 476, 184, 981, 689, 496, 105, 11,

a liczba 11 byta trzecim wyrazem okresu, rozpoczynajacego si¢ od liczby 1. Stad tatwy wniosek, ze
cigg nasz jest okresowy, o okresie mieszanym majacym 207 wyrazoéw (rozpoczynajacym si¢ od
liczb 11, 61, 66, . . ., a konczacym si¢ liczbami 45, 5, 1, 6) poprzedzonym przez 186 wyrazow.

Latwo natomiast mozna by da¢ odpowiedZ na pytanie, jaki| cigg otrzymamy wychodzac z liczby u,
= 3 1 postepujac jak wyzej. Poniewaz liczba 3 figurowala w okresie dla u, = 1,wiec otrzymamy tu
okres czysty o 207 wyrazach, rozpoczynajacy si¢ liczbami 3, 8, 31, . .., a kofczacy si¢ liczbami 69,
47, 25. Jak wiec widzimy, niekiedy dowdd okresowosci ciggu jest tatwy teoretycznie, ale wymaga
dtugich rachunkéw. Nie znana jednak dotad jest odpowiedzZ na pytanie, czy wychodzac z dowolne;j
liczby naturalnej u; 1 ktadac u.. = f(u,) dla n = 1,2,..., gdzie f oznacza okreslong wyzej funkcje
liczbowa otrzymamy zawsze cigg okresowy o okresie czystym lub mieszanym majacym 207
wyrazoOw (co udowodniono dla wszystkich naturalnych n < 100). Jako ¢wiczenie polecamy



czytelnikowi dowdd, ze jezeli f(n) oznacza liczbg otrzymang przez odwrocenie porzadku cyfr liczby
n + 2 1 jezeli potozymy u, = 1, za§ u, = f(u,) dlan =1, 2, ..., to ciag (1) bedzie okresowy o
czystym, majagcym 81 wyrazow. Niech teraz f(n) oznacza liczb¢ otrzymanag przez odwrocenie
porzadku cyfr liczby n+10 i niech u; = 1, za$ u,i = f(u,) dlan=1,2, .. . , Mozna dowies¢ (chociaz
nie jest to rzecza tatwg), ze ciag (1), czyli W danym przypadku ciag

1, 11, 12, 22, 23, 33, 34, 44, 45, 55, 56, 66, 67, 77, 78, 88, 89, 99, 901, 119, 921, 139, 941, 159,
91, ...,

nie jest okresowy 1 ze nie byltby tez okresowym ciagg, ktory otrzymaliby$Smy biorgc jako u; dowolng
liczbe naturalng < 1010. Natomiast dla u; = 1011 otrzymujemy ciag okresowy o okresie czystym,
majacym 18 wyrazow:

1011, 1201, 1121, 1311, 1231, 1421, 1341, 1531, 1451, 1641, 1561, 1751, 1671 ,1861, 1781, 1971,
1891, 1091.

Wychodzac z liczby u; = 11000 otrzymaliby$Smy tu okres mieszany o 18 wyrazach, poprzedzony
jednag liczba 11000.

Ogolnej metody badania okresowosci dowolnych ciggéow liczb catkowitych nie znamy. Powtorzenie
si¢ wyrazu ciggu na ogot inie dowodzi jeszcze jego okresowosci. W poszczegdlnych przypadkach
stosowane bywaja rézne metody. Wezmy na przyktad ciag (1), gdzie u, jest ostatnig cyfra liczby n"
(napisanej w uktadzie dziesi¢tnym), czyli ciagl, 4, 7,6, 5,6,3,6,9,0,1,6,3,6,5,6,7,4,9,0, 1,
4, ...

Mozna dowies¢, ze ciag ten jest okresowy o okresie czystym, majacym 20 wyrazow. Aby tego
dowies¢, wystarczy okazad, ze uno =u,dlan=1, 2, ..., czyli ze dlan = 1,2, ... liczby

(n + 20)"* i n" majg te samg ostatnig cyfre, to za$ bedzie udowodnione, jezeli okazemy, ze dla
naturalnych n liczb (n + 20™ - n" jest podzielna przez 10. Ot6z mamy (n + 20)"*° - n" = (n +
20)"20 - ™20 + ™20 - ", Jak wiadomo z algebry, dla naturalnych m,n i k liczba m* - n* jest po
dzielna przez m - n : liczba (n + 20)™?° - n""° jest wiec podzielna przez 20 i tym bardziej przez 10.
Wystarczy wiec dalej dowie$é, ze dla naturalnych n liczba n™° - n" jest podzielna przez 10, albo, co
na to samo wychodzi, ze jest podzielna przez 2 i przez 5. Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczby
n"?® i n" sg obie nieparzyste, jezeli za$ n jest liczbg parzysta, to liczby te sg obie parzyste. W
kazdym razie réznica ich jest parzysta, a wigc po dzielna przez 2. Mamy n™° - n" = n" (n* - 1).
Jezeli liczba n jest podzielna przez 5, to oczywiscie i liczba n™™ - n" jest podzielna przez 5. Jezeli
za$ liczba n nie jest podzielna przez 5, to przy dzieleniu przez 5 daje reszte 1, 2, 3, lub 4, a wtedy
liczba n* przy dzieleniu przez 5 daje odpowiednio taka samg reszte, jak liczby 1= 1, 2* =16, 3* =
81, lub 4* = 256, a wiec zawsze reszte 1, skad tez wynika natychmiast, ze liczba n*® = (n*” daje przy
dzieleniu przez 5 reszte 1, a wiec liczba n® -1 jest podzielna przez 5, jak réwniez liczba n"™? - n
jest podzielna przez 5. Jest ona wigc przy wszelkim naturalnym n podzielna przez 5 i przez 2, a
wige 1 przez 10, skad, jak wiemy, wynika, ze uni0 - un dlan =1, 2, . .., a wiec, ze ciag nasz jest
okresowy, o okresie czystym 20-wyrazowym, c. b. d. o.

Zauwazmy, ze mozna dowies¢, iz ostatnie cyfry ciggu. u, =4""(n =1, 2, ...) dajg okres czysty 20-
WYrazowy:

n

1,6,7,6,5,6,3,6,9,0,1,6,7,6,5,6,7,6,9,0.

Niech teraz vi, v,,v3 , .... 0znacza tak zwany ciag Fibonacciego, okreslony przez warunki v, = v, =
l,zas Vi, =va + Vi dlan=1, 2, . .. Bedzie to wigc cigg

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,

w ktorym, poczynajac od trzeciego wyrazu, kazdy wyraz jesl sumg dwoch poprzedzajacych go
wyrazow. Niech dalej m bedzie dang liczba naturalng > 1, za$ u, niech oznacza reszt¢ z dzielenia
liczby v, przez m. Okazemy, ze cigg(1l) okresowym. Poniewaz liczby u.(n = 1, 2,...), jako reszty
dzielenia przez liczbg¢ naturalng m, sg liczbami calkowitymi nieujemnymi < m, wiec rdéznych
uktadow (u,, us+), (n=1,2,...) jest <m? gdyz sg to uktady dwdch liczb w ciggu 0, 1, 2, ..., m — 1.



Zatem w ciggu m*+ 1 ukltadéw
(ul,u2),(u2,u3),(u3,ud),...(Un’1,Un>)

co najmniej jeden uktad musi si¢ powtorzy¢. Istnieja wige liczby naturalne ri s, gdzie r <s < m2+
1, takie 1z (us, uw ) jest tym samym uktadem co (us, us+1), zatem u, = us 1 U = Usr1. Lecz z definicji
ciggu vl, v2, ... wynika, Ze V.= V; T Vi1, Za§ Vs = Vitvg; @ poniewaz u, = u,, wigc liczba v, przy
dzieleniu przez m daje t¢ samg reszt¢ co liczba v, i podobnie wobec u.; + us, liczba v, daje przy
dzieleniu przez m t¢ samg liczbe co liczba vii. Z 1d6Wnosci Vi = Vi + Vi 1 Vsio = Vs + Vg 1 Wynika
wiec, ze liczba v.., przy dzieleniu przez m daje t¢ samg reszte co liczba v, . Dowodzi to, ze u,» =
Usi2. Tak wiec z réwnosci u, = us 1 Uy = usqwyprowadziliSmy réwnos¢ uq,= usy, . W ten sam
SposOb z TOWNOSCI Uy = Usi1 1 Unz = Ugio WyprowadzilibySmy rowno$¢ u.; = uss. Przez indukcje
ogo6lnie wynika stad rowno$¢ uy, = usn dlan =1, 2 ..., skad natychmiast wynika, ze ciag (1) jest
okresowy. Jezelir > 1, to wobec V1 = Vg + V,01az Vs = Vo + Vs MAMY Vig = Vyyg - V; OTAZ V1= Vi1~
vs skad wnosimy, ze liczba v, daje przy dzieleniu przez m t¢ sama resztg co liczba vy, zatem u,.; =
Us1. Gdyby byto r - 1 > 1, to podobnie, wobec u, = us 1 U1 = Uy, znalezlibySmy u., = us, W ten
sposob dojdziemy do rownosci u; = us.1, co dowodzi, ze cigg(1) jest okresowy o okresie czystym,
majacym s- r wyrazow. Tak wiec, okreslony przez nas ciagg (1) jest dla kazdej liczby naturalnej m >
1 okresowy, o okresie czystym, majagcym co najwyzej m*> wyrazow. Okres tworzg wszystkie kolejne
wyrazy (1), poprzedzajace dwie obok siebie stojagce jedynki (dalsze niz dwie pierwsze). W
szczegolnosci niech m = 2. Ciggiem (1) bedzie tu ciag 1, 1,0, 1, 1, .. ., awiegc mamy tu us =u, = 1,
us = u, = 1 skad, jak wiemy, wynika, Ze cigg nasz jest okresowy, o okresie czystym trzy
wyrazowym: 1, 1, 0. "Wynika stad, ze w ciaggu Fibonacciego vi, v», ... te i tylko te wyrazy v, sa
parzyste, ktorych wskaznik n jest podzielny przez 3. Niech teraz m = 3. Ciaggiem (1) bedzie tu ciag
1, 1,2,0,2 2,1, 0, 1, 1, ..., skad wynika, ze ciag (1) jest okresowy, o okresie czystym
osmiowyrazowym 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0. Wynika stad, ze w ciggu Fibonacciego te i tylko te wyrazy v,
sa podzielne przez 3, ktdrych wskaznik n jest podzielny przez 4. Dla m = 5 jako cigg (1) mamy ciag
1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4, 1,0, 1, 1: jest on wigc okresowy o okresie czystym 20-
wyrazowym. Wnosimy tez, ze w ciggu Fibonacciego te i tylko te wyrazy v, sa podzielne przez 5,
ktorych wskaznik jest podzielny przez 5. Dla m = 6 czytelnik z tatwoscig obliczy, ze ciag (1) bedzie
miat okres czysty o 24 wyrazach oraz ze w ciggu Fibonacciego te i tylko te wyrazy sg podzielne
przez 6, ktorych wskaznik jest podzielny przez 12. Dla m = 7 otrzymujemy okres czysty o 16
wyrazach, a w ciggu Fibonacciego te i tylko te wyrazy sa podzielne przez 7, ktdrych wskaznik jest
podzielny przez 8. Dla m = 8 mamy okres czysty o 12 wyrazach, a w ciggu Fibonacciego te i tylko
te wyrazy sa podzielne przez 8, ktdrych wskaznik jest podzielny przez 6. Dla m = 9 znajdujemy
okres czysty o 24 wyrazach, a w ciggu Fibonacciego te 1 tylko te wyrazy sg podzielne przez 9,
ktérych wskaznik jest podzielny przez 12.

Niech teraz m = 10. Ciggiem (1) bedzie tu ciag
1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,4,1,5,6,1,7,8,5,3,8,1,9,0,9,9,8,7,5,2,7,9,6, 5,
1,6,7,3,0,3,3,6,9,5,4,9,3,2,5,7,2,9,1,0, 1, 1.

Mamy tu uss = u; = 1 1 ue, = u, = 1, skad wynika, Ze ciag. nasz jest okresowy, o okresie czystym
majacym 60 wyrazéw W ciggu Fibonacciego natomiast te i tylko te wyrazy sg podzielne przez 10,
ktoérych wskaznik jest podzielny przez 15. Pozostawiamy czytelnikowi do udowodnienia, ze dla m
= 100 otrzymujemy tu cigg okresowy o okresie czystym, majagcym 300 wyrazoéw. Co si¢ tyczy ciggu
Fibonacciego, to tatwo byloby dowies$¢ przez indukcje, ze dlan = 1,2,... mamy

oo (1+\E] = T
JI_E 3 _.': 2 ]J

Natomiast dla ciggu u,(n = 1, 2, . ..), okreslonego przez warunki , u;= 1, u, =2, Ups2 = 5 U1 = 6 U,
dlan=1,2,.. ., latwo dowie$¢ przez indukcje, ze u, =2""'dlan—1,2,..... Jest bowiem prawda



dlan=11n=2, za§ w razie prawdziwos$ci dla wzoru dlan i dla n + 1, znajdujemy u,.> = 5 un = 6u,
=5e2"-6+2""'=2"" co dowodzi prawdziwos$ci wzoru dla n + 2.

CZESC S7ZOSTA
JAK ZNALEZIONO NAJWIEKSZE ZNANE LICZBY PIERWSZE

Na poczatku XIX wieku najwigkszg znang liczbg pierwszg byta liczba 25, - 1 = 2147483647 majaca
10 cyfr (znaleziona przez Eulera), na poczatku zas 1951 roku najwieksza znang liczbA pierwsza
byta liczba 2'*" - 1, majaca 39 cyfr, a podana jeszcze przez Lucasa, o ktorej w 1914 roku matematyk
francuski Fauguemberge dowiodl, ze jest pierwsza. We wrzesniu 1952 roku stwierdzono za pomoca
elektronowych maszyn do liczenia SWAC, ze liczba 2'*” - 1, majgca 386 cyfr, jest liczbg pierwsza:
byla to najwigksza znana woéwczas liczba pierwsza. 7 1 9 pazdziernika 1952 r. stwierdzono za
pomocg tychze maszyn, ze liczby 2%% - 1 i 22! - 1, majgce odpowiednio 634 i 687 cyfr, sg
pierwsze. Najwiekszg znang dzi$ liczbg pierwszg jest 2%2*' - 1 = 4460875 . .. 8132836351.

Przez znang liczb¢ rozumiemy tu taka, ktorej wszystkie kolejne cyfry (w ukladzie dziesigtnym)
potrafimy wypisa¢. Podkreslamy to dlatego, ze moglby ktos tak rozumowac. Poniewaz, jak wiemy,
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, wigc istniejg liczby pierwsze wigksze od liczby 2% - 1:
oznaczmy przez p najmniejszg z nich. Liczba p jest okreslong w zupetnosci liczbg pierwsza,
wiekszg od 2*! - 1. Wiemy nawet, ile cyfr (w ukladzie dziesietnym) ma liczba p. W my$l bowiem
twierdzenia Czebyszewa dla naturalnych n > 1, migdzy n i 2n lezy co najmniej jedna liczba
pierwsza. Liczba p musi wiec leze¢ miedzy 2% - 1 a 2. (2***' - 1), a poniewaz obie te liczby maja
po 687 cyfr (gdyz pierwszg cyfra liczby 2%%*' - 1 jest, jak obliczono, 4), wiec i liczba p ma 687 cyfr.
Jednakze wszystkich cyfr liczby p nie potrafimy obecnie wypisa¢ i dlatego, w naszym rozumieniu,
nie uwazamy jej za liczbe znang (jakkolwiek jest liczbg w zupetnosci okreslong). W tym sensie nie
znamy tez zadnej liczby pierwszej, majacej doktadnie sto cyfr. Mozna by jednak dowies¢, ze takie
liczby istnieja, a wigc tez mozna okres$li¢ najmniejszg liczbe pierwsza o stu cyfrach. Ogdlniej, z
twierdzenia Czebyszewa mozna z tatwoscia wyprowadzi¢, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje
liczba pierwsza, a nawet wiecej niz dwie liczby pierwsze o s cyfrach. W samej rzeczy liczby 10%, 2
« 105", 4 « 10" i 8 « 108! majg kazda s cyfr, a w mysl twierdzenia Czebyszewa dla s > 1 istnieja
liczby pierwsze p, q i r takie, iz 105" <p <2+ 105" <q<4 10" < r<8+ 10%, i jasng jest rzecza,
ze liczby p, q, r majg kazda s cyfr. W przypadku za$ s = 1 mamy doktadnie cztery liczby pierwsze
jednocyfrowe: 2, 3, 51 7. Liczb pierwszych dwucyfrowych jest 21, trzycyfrowych jest 143. Mozna
dowies¢ (cho¢ jest to trudne), ze liczba liczb pierwszych s-cyfrowych wzrasta nieograniczenie wraz
z s. Nie jest rzeczg przypadku, ze najwigksze znane liczby pierwsze majg posia¢ 2° — 1, gdzie p
jest liczba pierwsza, a wiec sg tak zwanymi liczbami Mersenne'a (ktéry si¢ liczbami tej postaci
zajmowal w potowie XVII stulecia). Przyczyng tego jest to, ze dla liczb Mersenne'a znamy
twierdzenie pozwalajace stosunkowo tatwo (przy uzyciu wielkich maszyn do liczenia) sprawdzac,
czy liczby takie, majace nawet kilkaset cyfr, sg pierwsze, czynie. Oto to twierdzenie:

Niech m oznacza dang liczb¢ Mersenne'a m = 2P - 1, gdzie p jest liczba pierwsza > 2. Dla liczby
naturalnej n oznaczmy przez f,(n) reszte z dzielenia liczby n? - 2 przez m. Na to, zeby liczba to byla
pierwsza, potrzeba i wystarcza, zeby (q - 1)-szy wyraz ciagu

(1) 4, £.(4), fufiu(4), fufufn(4), ...

byt rowny zeru. Dowdd tego twierdzenia jest wprawdzie elementarny, ale dtugi i skomplikowany,
wiec go tutaj nie podajemy.

A oto jak stosujemy to twierdzenie. Wezmy na przyklad liczbe Mersenne'a m =27 - 1 = 127. Mamy
tu wiec p = 7. Ciggiem (1), jak tatwo obliczy¢, bedzie tu cigg uy, u,, .. ., gdzie

=4, w=14,u3=67, s, =42, us=115 us=0

(gdyz 4% - 2 = 14 przy dzieleniu przez 127 daje reszte 14, dalej 14* - 2 = 194 przy tymze dzieleniu
daje reszte 67, 67* - 2 = 4487 daje reszte 42, 42° - 2 = 1762 daje reszte 111, za$ 111* - 2 = 12319



przy dzieleniu przez 127 daje reszte 0). A wiec (p - 1)-szy wyraz ciggu (1) jest tu zerem, skad w
mysl przytoczonego twierdzenia wnosimy, ze liczba 127 jest pierwsza. Oczywiscie w tym
przypadku fatwiej byloby stwierdzi¢, ze liczba 127 jest pierwsza, sprawdzajac, ze nie jest podzielna
przez zadna z liczb pierwszych 127, to jest przez zadng z liczb 2, 3, 5, 7, 11; ale inaczej bytoby w
przypadku, gdyby liczba Mersenne'a m miala kilkaset cyfr, a wigc pierwiastek kwadratowy z niej
miatby co najmniej sto cyfr (bo przeciez nie bylibySmy w moznosci dzieli¢ naszej liczby przez
wszystkie liczby pierwsze az do stucyfrowych). Jako drugi przyktad wezmy liczb¢ Mersenne'.a m =
2" -1 =2047. Mamy tu wiec p = 11. Ciggiem (1), jak fatwo obliczy¢, jest tu cigg u;, uy, ..., gdzie
w=4,w=14,u;=194,uy, =788, us =701, us =119, u; = 1877, ug = 945, us = 1279, uyp = 286.

A wiec (p - 1)-szy wyraz ciggu (1) jest tu r6zny od zera, co w mysl naszego twierdzenia, dowodzi,
ze liczba 2047 jest ztozona. Godny uwagi jest fakt, ze o pewnej liczbie dowiedli$my, iz jest ztozona,
nie wyznaczajac jej rozktadu na dwa mniejsze od niej czynniki naturalne, ani tez nie wyznaczajac
zadnego jej dzielnika pierwszego. Oczywiscie w danym przypadku fatwo bytoby znalez¢ dzielnik
pierwszy liczby 2047, dzielac ja przez kolejne liczby pierwsze V2047 < 46, i w ten sposob
znalezliby$my dzielnik pierwszy 23 liczby 2047, co, jak podaje L.E. Dickson, jeszcze w XVII wieku
znalazt nasz rodak Stanistaw Pudlowski. Inaczej jednak bytoby z liczbg 2'°' - 1. I tutaj, stosujac
nasze twierdzenie, przekonano si¢, ze (p- 1)-wszy (a wigc setny) wyraz ciggu (1) jest r6zny od zera,
skad wynika, ze liczba 2'°' - 1 (majaca 31 cyfr) jest ztozong. Nie znamy jednak dotad zadnego jej
dzielnika pierwszego, ani tez zadnego jej rozkltadu na dwa czynniki naturalne od niej mniejsze.
Oczywiscie probowano tu dzieli¢ nasza liczbe przez kolejne liczby pierwsze, ale widocznie
najmniejszy dzielnik pierwszy tej liczby jest bardzo duzy (moze ma kilkanascie cyfr) i dlatego nie
mozna go byto dotad znalez¢. Podobna sytuacja zachodzi dla liczb Mersenne'a M, = 2" — 1, gdzie
n =103, 109, 137, 149, 157, 193, 199, 227, 241 i 257. Liczba m = 2?**' - 1 ma 687 cyfr i dla niej
trzeba obliczy¢ 686-ty wyraz ciggu (1), co wymaga 686-ciu podnoszen do kwadratu liczb
mniejszych od m (a wigc co najwyzej 687-cyfrowych) oraz tyluz dzielen tych kwadratow
(zmniejszonych o liczbg 2) przez liczbe 687-cyfrowag m. Sa to rachunki, ktére istniejgce wielkie
maszyny elektronowe do liczenia byly w stanie wykonac¢ i stwierdzi¢, ze 2280-ty wyraz ciagu (1)
jest rowny zeru, skad w mysl naszego twierdzenia wynika, ze liczba Myg = 2*%*! - 1 jest liczbg
pierwsza. Zbadano tez wszystkie liczby Mersenne'a M, o wskaznikach n < 2281 i stwierdzono, ze
pierwszymi sg tylko te z nich, ktore odpowiadajg wskaznikom n=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89,
107,127, 521, 617, 1279, 2203 1 2281.

Do dzi$ znamy tylko 17 liczb pierwszych Mersenne'a, odpowiadajacych wypisanym przed chwilg
wskaznikom. Nie wiemy, czy wsrdd liczb Mersenne'a jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Nie wiemy tez, czy wsrod liczb M, o wskaznikach p pierwszych istnieje nieskonczenie wiele
ztozonych. PoznaliSmy wyzej liczby ztozone, dla ktérych nie znamy Zzadnego ich dzielnika
pierwszego (na przykiad liczba 2'°' - 1). Tu jednak dowdd, ze ta liczba jest ztozong, wymagal
dhugich rachunkéw (no i znajomos$ci twierdzenia, na ktéresmy si¢ powotywali). Gdyby chodzito
tylko o podanie przyktadu liczby, o ktorej potrafimy tatwo dowies¢, ze jest zlozona, ale przy
dzisiejszym stanie nauki nie znamy zadnego jej dzielnika pierwszego, to mozna by podac jako taki
przyklad liczbe (2'°'- 1)°. Jest ona zlozona, bo jest kwadratem liczby naturalnej wiekszej od
jednosci, a nie znamy zadnego jej dzielnika pierwszego (oczywiscie tego, ze czego$ nie znamy, nie
trzeba dowodzi¢: wystarczy to skonstatowac, a kto inie wierzy, niech poda taki dzielnik). Znamy tu
natomiast rozktad naszej liczby na dwa czynniki naturalne od niej mniejsze. Dla liczb Mersenne'a
M, o wskaznikach parzystych tatwo jest da¢ rozklad ich na dwa czynniki naturalne od nich
mniejsze, co wynika ze wzoru My = 2% - 1 = (2k - 1) (2 + 1) : liczby takie sg wiec ztozone.
Ogolniej, ztozonymi sg wszystkie liczby Mersenne'a o wskaznikach ztozonych, jezeli bowiem a i b
sg liczbami naturalnymi > 1, to jak wiadomo z algebry,

20 1=(2% 1) (%D + 220D+ +27+1),

przy czym, wobec ab > a > I, mamy 2% - 1 > 2* - 1 > 1, skad wynika, ze liczba 2* - 1 (podzielna
przez 2° - 1) jest ztozong. Ale 1 niektore liczby Mersenne'a o wskaznikach pierwszych sa ztozone,
jak na przyktad liczby M;; = 23*89 lub M,; = 47 « 17848]1.

Najwigksza liczbg Mersenne'a ztozong o wskazniku nieparzystym, ktorej rozklad na czynniki



pierwsze jest znany, jest liczba Mss, bedaca, jak znalazt w 1953 r. E. Gabard, iloczynem pigciu
roznych liczb pierwszych, z ktorych trzema najmniejszymi sg 7376 1 55633, pozostale za§ dwie
maja odpowiednio 19 oraz 29 cyfr. F. Jakdbczyk wyrazit przypuszczenie, ze jezeli p jest liczba
pierwszg, to liczba M, nie ma zadnego dzielnika bedacego kwadratem liczby naturalnej >1, za§ N.
G. W. H. Beeger, dowiodt (w 1939 1.), ze dla p pierwszych < 16000 liczba M,., jest podzielna przez
p” tylko dla p = 1093 i p = 3511, obalajgc w ten sposdb przypuszczenie innego matematyka, ze liczb
takich w ogole nie ma.

Przed 25 wiekami matematycy chinscy wyrazili przypuszczenie. ze dla naturalnych n > 1 liczba 2"-
2 jest podzielna przez n wtedy 1 tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwsza. By¢ moze, ze sprawdzili to
bezposrednio dla kilkuset kolejnych warto$ci n, imna przyklad dla 1 < n < 300, i poniewaz ich
przypuszczenie sprawdzato si¢ w tak wielu przypadkach, wnioskowali, Ze tak [jest zawsze.
Przypuszczenie chinskie okazalo si¢ jednak fatszywe dla liczby n = 341, mianowicie liczba 2**' - 2
jest podzielna przez 341, mimo ze liczba 341 = 11*31 jest ztozong. Aby przekona¢ sig, ze liczba
2(2** - 1) jest podzielna przez 341, zauwazymy, ze 2'°-1 = 1023 = 3 « 341, przy tym, jak wiemy z
algebry, jezeli liczba naturalna a jest podzielna przez liczbe naturalng b, to liczba 2¢ - 1 jest
podzielna przez liczbe 2° - 1. Liczba 2** - 1 jest wigc podzielna przez liczbe 2'° — 1, a wiec tym
bardziej przez liczbg 341. Warto tu zaznaczy¢, ze w latach 1680—1681 slynny matematyk Leibniz,
opierajac si¢ na falszywym rozumowaniu utrzymywatl, ze przypuszczenie Chinczykéw jest
prawdziwe. Tak to wigc btedy popetniali i wielcy matematycy. Udowodniono pdzniej, ze liczb
naturalnych n, dla ktorych twierdzenie chinskie jest falszywe, jest nieskonczenie wiele. Dla kazdej
bowiem liczby naturalnej n, dla ktérej twierdzenie chinskie jest falszywe, tatwo poda¢ liczbe
wiekszg, dla ktorej jest ono rowniez fatszywe. Jezeli bowiem n jest liczbg ztozona, dzielacg si¢ bez
reszty liczbe 2" - 2, to, jak wiemy, liczba 2°™ - 1 jest podzielna przez 2" - 1 (gdyz wykladnik 2" - 2
jest podzielny przez n), przy czym liczba 2" - 1 jest ztozona (gdyz n jest ztozone). Tak wiec jezeli
twierdzenie chinskie jest fatlszywe dla liczby naturalnej n, to jest ono fatszywe dla liczby 2" - 1 |
(oczywiscie wigkszej od n, gdyz n, jako liczba ztozona, jest > 1). Az, do roku 1950 nie znano Zzadne;j
liczby parzystej n, dla ktorej liczba 2" -2 bylaby podzielna przez n. Pierwsza taka liczbe n = 101038
znalazt D. H. Lehmer. P6zniej znaleziono wigcej takich liczb parzystych 1 udowodniono, ze jest ich
nieskonczenie wiele Znalez¢ liczbe n Lehmera bylo trudno, ale sprawdzenie, ze dzieli, bez reszty
liczbe 2" - 2, nie wymaga dtugich rachunkéw. Istotnie tatwo sprawdzi¢, zen =2 ¢ 73 « 1103, za$ n-
1 =929« 817, skad wnosimy, ze liczba 2™ - 1 jest podzielna przez 2° - 1 oraz przez 2% - 1, a
poniewaz 2° - 1 =773, za§ 2*° - 1 = 1103 » 486737, wiec liczba 2™ - 1 jest podzielna przez liczby
pierwsze 73 1 1103, natomiast liczba 2" - 2 przez rdzne liczby pierwsze 2, 73 1 1103, a wigc tez przez
ichiloczynu,cebed-o.

Zauwazymy tu jeszcze, ze udowodniono M, istnienie nieskofnczenie wielu par réznych
liczb pierwszych p 1 q takich, iz liczba 2P - 2 jest podzielna przez pq. Wypowiadano
przypuszczenie, ze jezeli liczba Mersenne'a M, jest pierwsza, to i liczba M, jest pierwsza.
Pigcioma najmniejszymi liczbami pierwszymi Mersenne'a sg M, = 3, M;= 7, Ms = 31, M; =
127 1 My; = 8191. Dla pierwszych czterech z tych liczb przypuszczenie jest prawdziwe, gdyz liczby
M;, M; , M3 1 My, sg pierwsze. Lecz dla liczby Mj; przypuszczenie okazato si¢
btedne, gdyz jak obliczyt w 1953 r. D. J. Wheeler liczba My —psior _ 1 (majaca 2468 cyfr)
jest ztozona.Wypowiedziano tez przypuszczenie, ze kazdy wyraz ciggu nieskonczonego
qi, 92, 93, -..., gdzie qi= 3, za$ qun = 2% - 1 dla k = 1, 2,... jest liczbg pierwszg. Pierwsze cztery
wyrazy tego ciggu istotnie sg liczbami pierwszymi, gdyz q, =3, q2 = 7, qz = 127, q4 = 2'¥-1. Mamy
219 =1024 > 10°, skad 2'*° > 10°¢, a poniewaz 2’ = 128 > 102, wiec 2'* > 10** oraz q, = 2'*" -1 >
10, skad qs = 2% - 1 >qu0- [ = ot > 1"

Liczba q, ma wigc wigcej niz 10”7 cyfr i niepodobna jej wypisaé, a coz
dopiero bada¢, czy jest pierwsza. Latwo jest stawia¢ przypuszczenia, dotyczace olbrzymich liczb,
dla ktocyh nie mogg by¢ sprawdzone. Co si¢ tyczy dzielnikow liczb Mersenne'a, to udowodniono
ze jezeli p jest liczbg pierwsza, to kazdy dzielnik liczby 2P-1 musi mie¢ posta¢ 2kp + 1, gdzie k jest
liczba catkowita > 0. Twierdzenie to, ktérego dowod podamy na koncu czgsci VII, pozwala dla
niewielkich warto$ci p fatwo znalez¢ wszystkie dzielniki liczby M,, a wiec 1 jej rozktad na czynniki



pierwsze. Wezmy na przyktad p = 23, czyli liczbe M,; = 27 -1 \W mys$l przytoczonego twierdzenia,
dzielniki jej musza mie¢ posta¢ 46 k + 1, gdzie k = 0,1,2... Dla k = 0 otrzymujemy dzielnik
trywialny 1. Dla k = 1 sprawdzamy, czy liczba 47 jest dzielnikiem liczby Ma;. Dzielac Ma; przez 47
otrzymujemy iloraz naturalny m = 178481. Wystarczy wiec dalej rozktada¢ t¢ ostatnig liczbe na
czynniki pierwsze . Oczywiscie jej dzielniki sa dzielnikami liczby M,;, a wigc tez musza mie¢
posta¢ 46k + 1 (k =0, 1, 2,...). O ileby liczba m byla zlozona, to jak wiemy, miataby dzielnik
pierwszy < Ym < 410 : wystarczy wigc dzieli¢ liczbe m przez liczby pierwsze postaci 46k + 1,
mniejsze od 410. Jak tatwo sprawdzi¢, liczbami takimi sg tylko 47, 139 1 277. Przez zadng z nich
liczba m nie dzieli bez reszty. Dowodzi to, ze liczba m jest pierwsza. Liczba M,; jest wigc
iloczynem dwoch liczb pierwszych 17 1 178481.

Dla liczb Mersenne'a tatwo sprawdzi¢ wzor

Mn=1+2+2*+.+2"dlan=1,2,3,...
Liczby Mersenne'a s3 wigc sumami czgstkowymi szeregu geometrycznego
1+2+22+2%+ ...

W zwigzku z tym nasuwa si¢ pytanie, czy i wsrdd sum czastkowych szeregu arytmetycznego,
utworzonego z kolejnych liczb naturalnych, 1 +2 + 3 +4 + .. . znajduja si¢ liczby Mersene'a.Mamy
tu oczywiscie: 1 =M,;, 1 +2=M,, 1 +2+3 +4+5=M,, atatwo tez sprawdzi¢, ze M, =1+2 +3
+ ... ¥90. Dwaj mtodzi matematycy polscy, Jerzy Browkini Andrzej Schinze 1, udowodnili, ze
innych liczb Mersenne'a takiej wlasno$ci nie ma: dowod ich ukazat si¢ w Comptes rendus .
(sprawozdaniach) Paryskiej Akademii Nauk .

Liczbe 1+2+..4+ n =n(n+1) / 2, gdzie n jest liczba naturlang nazywamy trdjkatng. Istnieja wiec
tylko cztery liczby Mersenne'a trojkatne. Mozna dowies¢, ze istnieje jedna tylko liczba Mersenne'a
kwadratowa, M1. Jezeli a i n sg liczbami naturalnymi > 1, to liczba a" - 1 ma, jak wiadomo, dzielnik
a-1,takiiz 1 <a—1<a"- 1. Wynika stad, ze a" - 1 moze by¢ pierwsza tylko dla a =2. Nie ma wiec
liczb pierwszych postaci a" - 1 (gdzie a i n s3 to liczby naturalne > 1), ktore nie bylyby liczbami
Mersenne'a. Natomiast dla naturalnych a > 2 i n > 1 istniejg liczby pierwsze postaci a"-1 /a-1. W
szczegolnosci dla a = 10 istnieja liczby pierwsze postaci 10™-1/9 , a wigc ktérych rozwinigcie
dziesietne jest utworzone z samych jedynek, na przyktad liczby 11, 10%-1 / 9 (dla tej ostatniej
liczby dowdd, znaleziony przez M. Kraitchika, jest dosy¢ diugi). Nie wiemy, czy takich liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Liczby Fermata. Badano tez liczby postaci 2"+1, gdzie n = 1, 2,... Jezeli liczba n ma dzielnik
nieparzysty b > 1, zatem n = ab, gdzie a jest liczbg naturalng, to, jak wiemy, liczba 2" + 1 = (2%)° + 1
jest (wobec nieparzystosci b) podzielna przez 2* + 1, przy czym 1 <2* + 1 <2® +1=2"+1, co
dowodzi, ze liczba 2" + 1 jest ztozona. Wynika stad, Ze jezeli liczba 2"+1 jest pierwsza, to liczba n
nie moze mie¢ zadnego dzielnika nieparzystego wigkszego od jednosci: jest wiec n potega liczby 2
o wyktadniku catkowitym nieujemnym: n = 2%, gdzie k jest liczbg calkowitg >0, zatem 2" + 1 = .

25 4

Stynny matematyk P. Fermat w XVII wieku przypuszczal ze i twierdzenie odwrotne jest
prawdziwe, a wigc ze wszystkie liczby Fy = 22" 1 ,gdzie k=0, 1, 2,..., sg pierwsze. Liczby
Fo=3,F, =5 F,=17,F;=257, F,= 65537, jak latwo sprawdzi¢, sa pierwsze. Dziwi¢ si¢
nalezy, ze Fermat wypowiadajac swe przypuszczenie nie probowat dzieli¢ liczby Fs = 4294967297
przez kolejne liczby pierwsze mniejsze od tysigca: gdyby byl to uczynit (co w czasach Fermata, gdy
nie bylo maszyn do liczenia, bylo rzecza ucigzliwa, ale wykonalng), bytby stwierdzit, Zze liczba Fs
dzieli si¢ przez 641 i przeto jest ztozong. P6zniej udowodniono, ze rowniez liczby Fe, F7, Fs 1 Fo sa
ztozone. Do roku 1953 nie wiedziano, czy liczba F,, (majaca 309 cyfr) jest pierwsza, czy tez nie W
1953 r. udowodniono, Ze jest ona ztozona, podzielna przez liczbe 45592577 = 212 « 11131 + 1.
Udowodniono tez (juz wczesniej), ze liczby Fy, 1 Fy, sg zloZzone. Liczba Fi5 jest najmniejsza liczba



Fermata, o ktorej dotad nie wiemy, czy jest pierwsza, czy nie. Podobnie jest z liczbg F 4. Natomiast
dowiedziono, ze liczby Fis, Fis, Fis, Fos. Fs, F3s 1 F13, s zlozone. Liczba Fy; jest najwieksza liczbg
Fermata, o ktorej w r. 1956 wiedziano, ze jest ztozong. Znamy tez najmniejszy dzielnik pierwszy tej
liczby, ktorym jest liczba 2+5 * 5 + 1, majaca 24 cyfry. A ile cyfr ma liczba F;? Z nieréwnosci 2'° >
10° wynika z tatwoscig , ze
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zatem F., >10'"", skad wynika, e liczba F7; ma wigcej niz 10! cyfr (w uktadzie dziesigtnym).

Ile miejsca by to zajelo, gdybysmy ja chcieli wypisa¢? Na jednej stronie druku miesci si¢
przecigtnie 2000 cyfr. Wydrukowanie miliona cyfr zajeloby wigc tom pigésetstronicowy. Dla
wydrukowania 10'"cyfr potrzeba by 10°, czyli stu tysiecy takich tomdw, ktore wypehilyby duza
biblioteke. A wiec wydrukowana liczba Fs; zajetaby nie mniej niz 10", czyli miliard duzych
bibliotek. Nie podobna wigc liczby F7; napisaé. Jak wigc mimo to stwierdzono, ze jest podzielna
przez liczbe m = 27*5+1? Na to, zeby stwierdzi¢, ze dana liczba a jest podzielna przez liczbe b,
nieckoniecznie trzeba dokona¢ dzielenia liczby a wypisanej w ukladzie dziesigtnym
przez liczbg b. Na przyktad bez dokonywania takiego dzielenia wiemy, ze liczba 22" jest
podzielna przez liczbe 2'® ,gdyz 2™ > 100. Dla stwierdzenia, ze liczba F;; jest  podzielna
przez liczb¢ m, mozemy tak postgpi¢. Przypusémy ogoélniej, ze dla danych liczb naturalnych s i m >
1 chodzi nam o zbadanie, czy liczba F;jest podzielna przez m. Jasng jest rzecza, ze liczba

Fo=27+1 bedzie wtedy i1 tylko wtedy podzielna przez m, gdy liczba przy 2% dzieleniu
przez m da reszt¢ m - 1. Sprowadza si¢ wigc wszystko do tego, jak  mozna

obliczy¢ resztg z dzielenia liczby 2% przez m.
Oznaczmy, dla k = 1,2,..., s, przez r. reszte z dzielenia liczby 2% przez m. Istnieje wigc dla
k=1, 2, .., s liczba catkowita t, > 0, taka iz2*= tim + 1, skad podnoszagc do kwadratu,
znajdujemy 52 _ (24 20 Yt 42
Wynika stad natychmiast, Ze ry.; jest reszta z dzielenia liczby r% przez m. Jezeli m > 4, to rl = 2% =
4, a kazda z liczb 1,13, ... 15 obliczamy kolejno jako reszt¢ z dzielenia kwadratu poprzedzajacej
liczby przez m.
W szczegdlnoéci dla s = 73, m = 27 « 5 + 1 celem obliczenia liczby rs; bedziemy musieli
kilkadziesiat razy podnosi¢ do kwadratu, a nastgpnie dzieli¢ przez 24-cyfrowa liczb¢ m liczby
mniejsze od m, a wiec co najwyzej 24-cyfrowe. Przy uzyciu wspotczesnych maszyn do liczenia jest
to zadanie wykonalne. W ten sposob stwierdzono podzielnos¢ liczby Fo; przez m. Pozostaje jeszcze
do wyjasnienia pytanie, w jaki sposob natrafiono wiasnie na dzielnik m.
Ot6z mozna dowiesé, ze kazdy dzielnik naturalny liczby F, ma posta¢ 25k + 1, gdzie k jest liczbg
catkowitg nieujemng. Stad w szczego6lnosci dla s = 73 wynika, ze dzielnikami liczby F7; moga by¢
tylko liczby postepu arytmetycznego 2 k +1, gdzie k = 0, 1, 2, . . . Pierwszy wyraz tego postepu
daje dzielnik trywialny 1. Wylozona wyzej metoda stwierdzamy dalej, ze liczba Fo;, nie jest
podzielna przez drugi, trzeci ani czwarty wyraz naszego postepu, natomiast jest podzielna przez
piaty jego wyraz, czyli nasza liczb¢ m. Wynika stad zarazem, ze m jest najmniejszym z wigkszych
od jednos$ci dzielnikow liczby Fi;, zatem Zze m jest liczba pierwsza. W ten sposob znaleziono
najmniejszy dzielnik pierwszy liczby F;. Podobnie juz w 1878 r., bez pomocy maszyn do liczenia,
duchowny rosyjski 1. Pierwuszyn znalazt, ze liczba F1, jest ztozona, podzielna przez 2'* *7 + 1, za$
liczba Fy; jest zlozona, podzielna przez 2% + 5 + 1. W roku za$§ 1953 stwierdzono przy pomocy
maszyn elektronowych, ze liczba F10 (majaca 309 cyfr) jest ztozona i podzielna przez 2'* « 11131 +
1. Rachunki dla liczby Fy, dlatego byly znacznie trudniejsze niz dla wigkszej od niej liczby Fi,,
poniewaz najmniejszy dzielnik pierwszy liczby Fi, okazal si¢ dalekim (11131-szym) wyrazem
postepu arytmetycznego, o ktorym mowilismy wyzej: wykrycie go wymagato wiec wielu tysigcy



podnoszen do kwadratu liczb co najwyzej o$miocyfrowych i dzielen tych kwadratow przez liczbg
o$miocyfrowg. W tymze roku 1953 stwierdzono, ze liczba Fis jest ztozona, podzielna przez 2'* «
3150 + 1. Ten ostatni wynik byt ciekawy z tego wzgledu, Ze po obaleniu przez Eulera
przypuszczenia Fermata ze wszystkie liczby F, sg pierwsze, wysunigto przypuszczenie, 1z wszystkie
liczby ciagu nieskonczonego

24+1,2° +1,2° +1,2¢% +1,2% +1,...

sg pierwsze. Ot6z pigtym wyrazem tego ciggu jest wiasnie liczba Fi4, a wiec przypuszczenie to jest
btedne. Liczba F; jest najmniejsza liczbg Fermata, dla ktorej nie znamy najmniejszego jej dzielnika
pierwszego. Wiemy wprawdzie, ze taki dzielnik musi si¢ znajdowa¢ w postepie arytmetycznym
512kk+1(k =1, 2, . . .,) 1 oczywiscie probowano dzieli¢ F;, (majaca 39 cyfr) przez wiele kolejnych
liczb pierwszych tego posteu ale na dzielnik nie natrafiono: widocznie jest on bardzo dalekim
wyrazem tego postgpu. Mimo to jednak udowodniono, Ze liczba F; jest ztozona. Znane jest bowiem
takie twierdzenie:

Na to, zeby liczba Fermata F, (gdzie s jest dang liczba naturalng) byla pierwsza, potrzeba i
wystarcza, zeby liczba

3Fs-1/2 + 1

byla podzielna przez F, Aby wiec stwierdzi¢, ze liczba F; nie jest pierwsza, wystarczy si¢
przekonac, ze liczba

2%

3 +1

nie jest podzielna przez liczbe F; = 2'* + 1 (majacg 39 cyfr). W tym celu wystarczy znaé reszte z
dzielenia liczby 3 1 przez F; 1 okaza¢, ze jest # F;— 1). Reszty za$ 1 z dzielenia liczb
32 przez dang liczbg m wyznaczamy (dla k = 1, 2, ...) podobnie, jak wyznaczalismy wyzej
reszty z dzielenia liczb 2, przez m. Latwo tu bowiem dowies¢, ze ry.ijest resztg z dzielenia r
przez m. Dla stwierdzenia, ze liczba F; jest zlozona, trzeba wigc dokona¢ 125 podnoszen do
kwadratu liczb majacych co najwyzej 39 cyfr, oraz dzielen tych liczb przez liczbe F” o 39 cyfrach.
Rachunki te wykonali Morehead i Western jeszcze w roku 1909 i w ten sposob stwierdzili, ze liczba
F; jest ztozona, w podobny tez sposob stwierdzili, ze liczba F,, majaca 78 cyfr, jest ztozona. Nie
znamy natomiast dotad Zadnych rozktadéow tych liczb na iloczyn dwoch liczb naturalnych
wiekszych od jednosci, gdyz podana tu metoda nie daje moznos$ci znalezienia takich rozkladow.
Mozna by tez powiedzie¢, ze mamy tu tak zwany nieefektywny dowod istnienia takich rozktadow,
mianowicie dowod ich istnienia bez podania konkretnego ich przyktadu. Opisana tu metoda
moglaby tez by¢ zastosowana do stwierdzenia, ze liczba F, jest ztozona. Ale dla liczby F, znamy
uzyskany inng drogg jej rozktad na iloczyn dwoch liczb naturalnych, wiekszych od jednosci (z
ktorych jedng jest 2'2 ¢ 11131 + 1). Rozklad taki, jak mowiliSmy wyzej, znany jest i dla liczby F .
Natomiast twierdzenie, ktére z powodzeniem daje si¢ stosowa¢ do badania liczb F,, Fs 1 Fy, nie
mogloby by¢, ze wzgledow technicznych, zastosowane do stwierdzenia, ze liczba F s jest ztozona,
poniewaz liczba Fi;s ma okoto dwudziestu tysiecy cyfr, a nawet najwigksze obecnie istniejgce
maszyny do liczenia nie moga wykonywac¢ dziesigtkow tysiecy mnozen liczb majacych okoto 20
000 cyfr, oraz dzielen kwadratow takich liczb przez liczbe majaca okoto 20 000 cyfr. Jezeli za$
metoda, ktora wytozyliSmy przedtem, pozwolita znalez¢ najmniejszy dzielnik pierwszy liczby Fi,
to tylko dlatego, ze byt on stosunkowo niewielki (dziewi¢ciocyfrowy). Gdyby najmniejszy dzielnik
pierwszy liczby Fi¢ miat na przyktadowo sto cyfr, nie wiedzielibySmy dzisiaj czy liczba Fis jest
pierwsza, czy nie. Dzisiejszy stan naszej wiedzy o liczbach Fermata jest wigc luki: znamy tylko
pig¢ liczb pierwszych Fermata F,, mianowicie dla n = 0, 1, 2, 3 i1 4, ktére zreszta byly znane i



Fermatowi. Poza tym nie znamy Zadnej innej liczby pierwszej Fermata, natomiast znamy az 29
liczb ztozonych Fermata (dlan=35,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, 16, 18, 23, 36, 38, 39, 55, 63, 73, 117,
125, 144, 150, 207, 226, 228, 268, 284, 316, 452), dla ktorych, z wyjatkiem liczb F; i Fs, znamy co
najmniej jeden ich dzielnik pierwszy. Totez zaryzykowano niedawno przypuszczenie (nie
udowodnione ani tez nie obalone dotad), wrecz przeciwne przypuszczeniu Fermata, ze wszystkie
liczby F, dla naturalnych n > 5 sg ztozone. W kazdym razie mozemy powiedzie¢, ze jezeli chodzi u
liczby F, to wielki Fermat miat tu zlg intuicj¢. W zwigzku z badaniem rozmieszczenia liczb
pierwszych nasuwa si¢ pytanie, ktore z postgpow arytmetycznych o naturalnym wyrazie pierwszym
a 1 naturalnej rdéznicy r zawieraja liczby pierwsze i ile ich zawieraja. Jezeli liczby a i r maja
najwiekszy wspolny dzielnik d > 1, 1" oczywiscie wszystkie wyrazy postepu a, a + 1, a + 2r, ... 53
podzielne przez d, skad z fatwoscig wynika, Zze najwyzej tylko pierwszy wyraz tego postgpu jest
liczbg pierwszg. Takie postepy zawieraja wigc najwyzej jedng liczbe pierwszg. Natomiast, jak tego
dowiddt Lejeune-Dirichlet jeszcze w 1837 r.,jezeli liczby naturalne a i r s3 wzglednie pierwsze, to
postep arytmetyczny nieskonczony

(2)a,a+r,a+2r,a+3r, ...

zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych .Pierwsze dowody tego twierdzenia byty
nieelementarne dopiero w ostatnich czasach je zelementaryzowano. Dla pewnych postepow
arytmetycznych dowod twierdzenia. Lejeune-Dirichleta jest tatwy. Oczywistym jest on na przyktad
dla postgpow 1, 2, 3,4, . ..oraz 1, 3, 5, 7, ... a tatwym dla postgpow 2, 5, 8, 13....oraz 3, 7, 11, 15,

Mozna tatwo okaza¢, ze dla dowodu twierdzenia Lejeune- Dirichleta w catej jego rozciaglo$ci
wystarczytoby udowodni¢, ze w kazdym postgpie arytmetycznym (2), gdzie a i r sg to liczby
naturalne wzglednie pierwsze, istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza. A oto pewne proste,
zdawatoby sie, pytanie dotyczace liczb pierwszych, na ktdre nie potrafimy da¢ odpowiedzi.
Wypiszmy w pierwszym wierszu wszystkie kolejne liczby naturalne, pod nimi za§ w drugim
wierszu wszystkie kolejne liczby nieparzyste:

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ...

1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, . ..

W pierwszych kolumnach mogg si¢ znajdowac dwie liczby pierwsze, na przykltad w drugiej
kolumnie liczby 2 i1 3, w trzeciej liczby 3 i 5, w sidodmej liczby 7 1 13. Nastgpnymi takimi
kolumnami bytyby 31-sza, 37-ma, 97-ma, 127-ma, 139-ta, 157-ma, 199-ta, 211-ta 1 wiele innych.
Nie wiemy jednak, czy takich kolumn (w ktorych obie liczby sg pierwsze) jest nieskonczenie wiele.
Pierwszy wiersz jest tu postepem arytmetycznym o pierwszym wyrazie 1 1 o réznicy 1, drugi —
postepem arytmetycznym o pierwszym wyrazie 1 i o roznicy 2. Dopiszmy jeszcze trzeci wiersz,
bedacy postepem arytmetycznym o pierwszym wyrazie 1 1 o réznicy 3, a wigc ciag 1, 4, 7, 10, 13,
16, 19, 22, 25, 28, . - I teraz istnieja kolumny, zawierajagce we wszystkich trzech wierszach liczby
pierwsze, na przyktad trzecia (3, 517), siodma (7, 131 19), 37-ma (37, 731 109), 271-sza (271, 541,
841). Gdybysmy jednak dopisali jeszcze czwarty postep arytmetyczny o pierwszym wyrazie 1 i
roznicy 4, czyli postep

1,5,9,13,17,21, 25,29, 33,37, .. ..

to nietatwo byloby znalez¢ pierwsza kolumng, zawierajacag cztery liczby pierwsze, innymi stowy,
znalez¢ najmniejszg liczbe naturalng k, dla ktorej liczby k + 1, 2k + 1, 3k.+ 1 1 4k + 1 bylyby
wszystkie cztery pierwsze: bytoby tu k = 1530. Najmniejszg za$ liczbg k, dla ktorej liczby k + 1, 2k
+ 1, :3k+1, 4k + 1 1 5k + 1 sa pierwsze, jest k = 10830. Latwo natomiast jest znalez¢ liczbe
naturalng k, dla ktorej liczby k - 1, 2k - 1, 3k - 1, 4k - 1 1 5k - 1 sg wszystkie pierwsze: takg jest na
przyktad liczba k = 6. Nasuwa si¢ pytanie, dla jakich naturalnych m istnieja liczby naturalne k, dla
ktorych liczby k - 1, 2k - 1, 3k —- 1, .. ., mk - 1 sg wszystkie pierwsze. Odpowiedzi na to pytanie nie



znamy.

CZESC SIODMA
MALE TWIERDZENIE FERMATA

Mate twierdzenie Fermata. Dla kazdej liczby catkowitej a oraz liczby pierwszej liczba aP - a jest
podzielna przez, p. Dowdd. Niech p oznacza dang liczbe pierwsza, a dowolng liczbe catkowita.
Jezeli liczba a jest podzielna przez p, to twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe: mozemy wigc dalej
zaktadac, ze a jest liczbg catkowita niepodzielng przez p. Wowczas oczywiscie przy naturalnym k
niepodzielnym przez p liczba ax = ak tez bedzie niepodzielna przez p, a wigc bedzie przy dzieleniu
przez p dawata reszt¢ bedaca jednym z wyrazow ciagu

() 1,2,3,p-1
Liczby
(2) Iy, 2, ooooy Tp

sg wigc liczbami ciagu (1), przy czym tatwo dowies¢, ze jezeli i1 j sa to dwie rozne liczby ciggu (1),
to liczby r; oraz 1j sg r6zne. Gdyby bowiem bylo r; = r; wynikaloby stad, ze liczby a; =ai oraz a; = aj
daja przy dzieleniu przez p jednakowe reszty, zatem ich roznica, czyli liczba a; - a;= a(i - j) bytaby
podzielna przez p 1, wobec niepodzielnosci przez liczbe pierwsza p liczby a, liczba 1 - j musiataby
by¢ podzielna przez p, co oczywiscie jest nie mozliwe, skoro i1 j sg r6znymi liczbami ciagu (1).
Wyrazy ciggu (2) o réznych wskaznikach sg wigc r6znymi wyrazami ciggu (1), a poniewaz w obu
ciggach jest ta sama liczbn p - 1 wyrazéw, wynika stad, ze wyrazy ciggu (2) co najwyzej
porzadkiem rd6znig si¢ od wyrazoéw ciaggu (1). Zatem

3) 1.2.3...(p-1)=r1.10...1p4

Poniewaz ay przy dzieleniu przez p daje reszte ry (dla k =1, 2, .. ), wiec aj,a,...a,1 przy dzieleniu
przez p daje t¢ samg reszt¢ co ry,1>...1,.1 , @ wobec (3) t¢ sama reszte co (p - 1)!, skad wniosek,ze
liczba a;,a,...a,.1 - (p-1)! jest podzielna przez p. Lecz aj,as...ap, =1°a*2+a*3¢a...(p-1)ca=(p
- 1! sliczba (p - D! a”' — (p - D! = (p - 1)! [aP' - 1] jest wiec podzielna przez p. Lecz pierwszy
czynnik tej liczby, (p - 1)! = 1*2...(p-1), jako iloczyn liczb naturalnych mniejszych od p, nie jest,
podzielny przez liczbe pierwsza p, skad wniosek, ze drugi czynnik, czyli liczba a? - 1, dzieli si¢
przez p. Tym bardziej wigc liczba a? - a = a(a®' - 1) jest podzielna przez p, co dowodzi
prawdziwosci twierdzenia. Dowiedli$my tez zarazem twierdzenia:

Jezeli p jest liczbg pierwsza, za$ a liczbg catkowita niepodzielng przez p, to liczba a'-1 jest
podzielna przez p. Wige na przyklad, dla p = 11 wnosimy, ze kazda z liczb 1~ 1, 2" 1, 3" -
1, ...10" -1 jest podzielna przez 11, innymi stowy, ze kazda z liczb 1'°, 2'°, 3'° .. 10" przy dzieleniu
przez 11 daje reszte 1.

Z dowiedzionego przed chwilg twierdzenia wynika, ze jezeli dla liczby naturalnej n i pewnej liczby
catkowitej a niepodzielnej przez n liczba a" - a nie jest podzielna przez n, to n jest liczbg ztozona.
Uwaga ta pozwala niekiedy na stwierdzenie, ze dana liczba jest ztozona. W ten sposob na przyktad
stwierdzono, ze liczba n = (10% - 1)/9 (ktorej rozwiniecie dziesietne sktada si¢ z 37 jedynek) jest
zlozona, gdyz, jak obliczono, liczba 7" — Inie jest podzielna przez n. Taki dowdd nie daje zadnego
rozktadu badanej liczby na iloczyn liczb od niej mniejszych.

Z matego twierdzenia Fermata wynika w szczeg6lnosci, ze jesli n jest liczbg pierwsza, to 2" - 2 jest
podzielne przez n. Jak wiemyy, przypuszczenie Chinczykow, ze twierdzenie to daje si¢ odwrocic,
jest bledne, gdyz na przykiad liczba 341 = 11*31 nie |jest liczbg pierwsza, a jednak liczba 2°*' - 2
jest podzielna |przez 341. W zwigzku z malym twierdzeniem Fermata zauwazymy, ze jezeli dla



pewnej liczby naturalnej n > 1 liczba a" - a jest podzielna przez n przy kazdym catkowitym a (co w
mys$] twierdzenia Fermata zachodzi zawsze, gdy n jest liczbg pierwsza), to liczba n niekoniecznie
jest pierwsza. Liczby zlozone, majace ta wiasno$¢, nazwano liczbami bezwzglednie pseudo-
pierwszymi (zachowujac nazwe pseudopierwszych dla takich liczb ztozonych n, dla ktorych liczba
2" - 2 jest podziel na przez n). Liczbami bezwzglednie pseudopierwszymi sg na przy ktad liczby 561
=311+17,1729="7-13-19,2465=5+17+29,2821 =7 1331 +61,7+13 31«61 « 181.

Nie wiemy, czy liczb bezwglednie pseudopierwszych jest nie skonczenie wiele. Istnieja liczby
pierwsze p oraz liczby catkowite a, dla ktorych a?~' - 1jest podzielne przez p?, na przyktad p=11, a
=3lub9;p=29,a=14;p=37,a=18;p=43,a=19;p=487,a-10; p=1093,a=2; p=3511, a
= 2. Udowodniono, ze istniejg tylko dwie liczby pierwsze p < 25000, dla ktérych 27" - 1 jest
podzielne przez p?, mianowicie p = 1093 i p = 3511. Wykladnik, do ktdrego nalezy dana liczba
catkowita wedlug danego modutu. Niech p oznacza dang liczbg pierwsza, za$ a - liczbg calkowita,
niepodzielng przez p. Reszty z dzielenia przez p liczb ciggu

(4)a,a% a’,...,a°

sa (wobec niepodzielnosci liczby a przez p) liczbami naturalnymi mniejszymi od p: réznych reszt
jest wiec co najwyzej p-1, a poniewaz w ciggu (4) mamy p liczb, wigc istniejg wsrdéd nich dwie
dajace jednakowe reszty przy dzieleniu przez p, na przyktad a* oraz a*"", gdzie k i h sg liczbami
naturalnymi, przy czymk +h < p,zatemh <p- 1.

Roznica a“'" - a* jest wiec podzielna przez p, a poniewaz a*™ - a* = a*(a"-1) oraz a" nie jest podzielne
przez liczbe pierwszg p, wigc a"—1 musi by¢ podzielne przez p, czyli a" przy dzieleniu przez p daje
reszte 1. DowiedliSmy wigc, ze jezeli p jest liczba pierwsza, za$ a liczbg catkowita niepodzielng
przez p, to istnieje liczba naturalna h < p-1 taka, ze liczba a" przy dzieleniu przez p daje reszte 1.
Najmniejsza z takich liczb naturalnych h nazywamy wyktadnikiem, do ktoérego liczba a nalezy
wedtug modutu pierwszego p.

Przyktad. Przyjmijmy p =7. Liczba 1 nalezy oczywiscie (wedlug kazdego modutu naturalnego)
do wykladnika 1. Liczby 2, 2% 2° przy dzieleniu przez 7 daja odpowiednio reszty 4 i 1, skad
wnosimy, ze liczba 2 nalezy wedlug modutu 7 do wyktadnika 3. Liczby 3, 32, 3°, 3%, 3°, 39, przy
dzieleniu przez 7 daja odpowiednio reszty 3, 2, 6, 4, 5, 1, zatem liczba 3 nalezy wedtug modutu 7
do wykfadnika 6. Liczby 4, 4%, 4° przy dzieleniu przez 7 daja odpowiednio reszty 4, 2, 1, zatem
liczba 4 nalezy wedtug modutu 7 do wyktadnika 3. Liczby 5, 5%, 5°, 5%, 5°, 5° przy dzieleniu przez. 7
daja odpowiednio reszty 5, 4, 6, 2, 3, 1, zatem liczba 5 nalezy wedlug modutu 7 do wyktadnika 6;
Liczby 6 i 6* przy dzieleniu przez 7 daja odpowiednio reszty 6 i 1, zatem liczba 6 nalezy wedlug
modutu 7 do wyktadnika 2. Twierdzenie 1. Jezeli p jest liczba pierwsza, a - liczba catkowity, s -
liczbg naturalng, 1 jezeli liczba a° - 1 jest podzielna przez p, to liczba s jest podzielna przez
wyktadnik h, do ktérego nalezy liczba a wedtug modutu p. Dowod. Przypusémy, ze liczba s nie jest
podzielna przez h, ze wiec przy dzieleniu liczby s przez h otrzymujemy reszte¢ dodatnig r,
oczywiscie mniejsza od h. Istnieje wiec liczba catkowita nieujemna k taka, iz s = kh +r, skad a* - 1
=a"" -1 =(a"-1)a + (a" - 1). W my$l zatozenia, lewa strona tego wzoru jest podzielna przez p;
rowniez pierwszy sktadnik prawej strony jest podzielny przez p, gdyz liczba a*" - 1 = (a")* -1 jest,
jak wiadomo, podzielna przez liczbe a1, ktora jest podzielna przez p, gdyz h jest wykladnikiem,
do ktorego nalezy a wedlug modutu p. Wynika stad, ze i1 drugi sktadnik prawej ,strony naszego
wzoru, czyli liczba a’ - 1 jest podzielna przez p, co jest niemozliwe, gdyz r jest liczba naturalna,
mniejszg od h, za$ h jako wyktadnik, do ktérego nalezy liczba a wedlug modutu p, jest najmniejsza
liczbg naturalna, dla ktorej liczba a" - 1 jest podzielna przez p. Zatozenie, ze liczba s nie jest po-
dzielna przez h doprowadza wigc do sprzeczno$ci. Udowodnili$my zatem nasze twierdzenie.
Poniewaz, jak dowiedliSmy wyzej, dla liczby pierwszej p oraz liczby catkowitej a niepodzielnej
przez p liczba a*' - 1 jest podzielna przez p, wigc w szczegdlnosci dla s = p - 1, z dowiedzionego
przed chwilg twierdzenia wynika : Twierdzenie. Wyktadnik h, do ktérego nalezy liczba catkowita a
niepodzielna przez p wedtug modulu pierwszego p, jest dzielnikiem liczby p — 1. Wigc na przyktad,
jak znalezlismy wyzej, liczby 1, 2, 3, 4, 5 1 6 naleza wedlug modulu pierwszego p = 7 do



wyktadnikow 1, 2, 3, lub 6, a te cztery liczby sg dzielnikami liczby p - 1 = 6. Z dowiedzionego
przed chwilg twierdzenia wynika tez natychmiast, ze wykladnik h, do ktorego nalezy liczba
catkowita a niepodzielna przez p wedtug modutu pierwszego p, jest <p -1 Jezeli, w szczegdlnosci,
tym wyktadnikiem jest p - 1, to méwimy, ze liczba a jest pierwiastkiem pierwotnym dla modutu p.
Wigc na przyklad liczby 3 1 5 sg pierwiastkami pierwotnymi dla modutu 7. Mozna dowies¢, ze dla
kazdego modulu pierwszego p istnieje co najmniej jeden pierwiastek pierwotny. Pierwiastki
pierwotne odgrywaja wazng role przy réznych bada niach z teorii liczb. Wyprowadzimy teraz
nastepujacy wniosek z twierdzenia 1. Wniosek. Jezeli q jest liczbg pierwsza nieparzysta, to kazdy
dzielnik naturalny liczby 29 - 1 ma posta¢ 2kq + 1, gdzie k jest liczba calkowita nieujemna.

Dowod. Iloczyn dwoch liczb postaci 2kq + 1, gdzie k = 0, 1, 2, . .., jest liczbg tejze postaci, co
wynika natychmiast z rownosci (2kiq + 1) (2koq + 1) =2 (2kikoq + ki + k2)q . Stad zas$ wynika przez
indukcje, ze iloczyn dowolnej skonczonej liczby liczb naszej postaci jest réwniez liczbg naszej
postaci. Poniewaz liczba 1 jest naszej postaci (przy k = 0), za§ kazda liczba naturalna > 1 jest
iloczynem skonczonej liczby liczb pierwszych, wigc wystarczy udowodni¢ nasz wniosek dla
dzielnikow pierwszych liczby 29— 1. Niech, wigc p oznacza dzielnik pierwszy liczby 29 - 1 i niech h
oznacza wyktadnik, do ktorego nalezy liczba q wedtug modutu p. Liczba 29 - 1 jest wigc podzielna
przez p i z twierdzenia wynika, ze liczba q jest podzielna przez h, a poniewaz q jest liczba pierwsza,
wiec moze tu by¢ tylko h- 1 lub h = q. Gdyby bylo h = 1, liczba 2" - 1 = 1 bytaby podzielna przez p,
co jest niemozliwe. A wigc h - q. Lecz, w mys$l twierdzenia, wyktadnik h jest dzielnikiem liczby p -
1, zatem p - 1 = tq, gdzie t jest liczbg naturalng, przy tym parzysta, gdyz liczba q jest, w mysl
zatozenia, nieparzysta, jak roéwniez liczba 29 - 1, a wigc tez jej dzielnik p, skad wynika, Ze liczba p -
1 jest parzysta. Jest wigc t = 2k, gdzie k jest liczbg naturalng, zatem p = 2kq + 1, c.b.d.o. Wniosek
nasz zostal wiec udowodniony. Udowodniony wniosek ma zastosowanie przy znajdowaniu
dzielnikow liczb Mersenne'a oraz ich rozktadu na czynniki pierwsze, o czym byla mowa w Czesci

VI
CZESC OSMA
ROZWINIECIE LICZB WEDLUG ZASADY 10 I INNYCH

Przypusé¢my, ze mamy w uktadzie dziesigtnym wypisang liczbe naturalng o m cyfrach ,ktorymi,
liczac od konca, sg ¢y, ¢Ca,.., Cm, @ WigC liczbg X = Cy Cime1 . . . C2 ¢1. Mamy tu oczywiscie Cm Cm.1. . . C2
C1 = CmCmi ... ©2 0+ Ci =CmCmi... C2* 10 + ¢ 1 ostatnia cyfra c; jest reszta z dzielenia liczby x przez
10. Oznaczajac catos¢ ilorazu z tego dzielenia, czyli liczbe ¢nCm.1...C2 przez x; bedziemy wigc mieli
x = 10x; + ¢;. Z liczba x; mozemy postapi¢ podobnie jak postapiliSmy z liczbg x, co daje wzor x, =
10x, + ¢, gdzie X, = CnCm-1 ... C4C3. Podobnie znajdziemy dalej x, = 10x; + ¢ itd., wreszcie Xmo =
10Xm-1 + Cm-1, 2dZi€ X1 = Cm. Z WZOrow tych znajdujemy z tatwoscia

x=c;+ 10c, + 10%c; + ... 10™'¢c,,

Wigc na przyktad niech bedzie x = 730151. Jest tu wigc m = 6, 730151 = 730150 + 1 =73015*10 +
1, dalej x; = 73015 =73010 + 5=7301 * 10 + 5, nastepnie x, = 7301 =7300 + 1 =730 * 10 + 1, x3
=730=73*10+0,x4=73=70+3=7*10+3,x5=7,stad 730151 =1+ 105+ 10>« 1 + 10+ 0
+10*«3+10°+7.

Przypus$émy teraz, ze zamiast liczby 10 wzi¢liSmy jaka$ inng liczbe naturalng g > 1. Dla danej
liczby naturalnej x podobnie jak wyzej wyznaczmy resztg 1, z dzielenia liczby x przez g i potozmy
X = gx; + 11 .X; bedzie tu liczba catkowita > 0. Jezeli x,> 0, to postapmy z liczbg x, jak przedtem z
liczbg x wyznaczajac reszt¢ r; z dzielenia x; przez g, i potozmy x,;=gx,+1, itd. Dojdziemy w ten
sposob przy pewnym naturalnym m to do wzoru

(1) x=r+gn+gn+..+g%m

gdzier, 1a, ..., I 53 to liczby catkowite, takieiz 0 < r; < g-1 dla i = 1,2, ..., m. Liczby takie



nazywamy cyframi przy zasadzie g a rozwinigcie (1) piszemy w postaci
(2)  x=(twlmi1. .. L2I1),g

1 nazywamy rozwini¢ciem liczby x przy zasadzie g.

Kazda wiec liczba naturalna daje okreslone w zupelos$ci rozwinigcie przy kazdej danej zasadzie
naturalnej g > 1, a wyzej podaliSmy sposob otrzymania takiego rozwinigcia. Z drugiej strony, majac
rozwinigcie (2) liczby x przy zasadzie g, fatwo mozemy wedlug wzoru (1) obliczy¢ jej wartosc.
Rozwinigcia dziesietne sg tylko przypadkiem szczegdlnym rozwinieé przy zasadzie g.

Znajdziemy na przyktad rozwinigcie liczby 1000, czyli liczby (1000),, przy zasadzie g = 7.
Dzielimy wigc liczbe 1000 przez 7 i otrzymujemy 1000 = 7 « 142 + 6, zatem resztg 6 (ktora bedzie
ostatnig cyfrg przy zasadzie 7) i calo$¢ ilorazu 142. Dalej dzielimy 142 przez 7 1 otrzymujemy 142
= 7*20 + 2, zatem reszte¢ 2 (ktdra begdzie przedostatnig cyfra przy zasadzie 7) i calo$¢ ilorazu 20
Dalej dzielimy 20 przez 7 i otrzymujemy 20 = 7 * 2 + 6: trzecig od konca cyfra przy zasadzie 7
bedzie wigc 6, a czwartg od konca 2 i bedzie

(1000)10 = (2626)7.

Z drugiej strony, w mysl wzoru (2) tatwo byloby obliczy¢, ze (1000); = 7° = (343),0.Czytelnik
fatwoscig tez obliczy, ze

(1000);, = (1111101000), = (1101001); = (33220)s = (13000)s = (4344) = (2626); = (1750)s =
(1331),
(1000)2 = (8)]0 ,(1000)3 = (27)10, (1000)4 = (64)]0, (1000)5 = (125)]0

Zasada gmoze by¢ 1 wigksza od 10: wowczas wsrod cyfr 0, 1,2, ... g-1 sg tez i nie mniejsze od 10,
ktére wowczas oznaczaé nalezy albo literami, albo tez liczbami wypisanymi w nawiasie. Wigc na
przyklad przy zasadzie g = 12 bedziemy mieli cyfry 0, 1,2,....,9, (10) 1 (11). W ten sposdb liczba
(1000), da rozwiniecie przy zasadzie 12 : (1000),o = (6(11)4),, Kazdg liczbg rzeczywista x, takg iz
0 <x < 1 mozemy tez rozwing¢ na utamek nieskonczony przy kazdej danej zasadzie naturalnej g >
1 w nastepujacy sposob. Niech ¢; = E(gx) oznacza najwieksza liczbe catkowita < gx, zatem liczbe
catkowitg cy, taka, iz ¢, < gx, lecz ¢i+1 > gx, skad gx - 1 <c¢; < gx, aponiewaz 0 <x <1, skad 0 <
gx < g, wigc - 1 <c; < g, czyli wobec catkowitosci liczby ¢;, 0 < ¢, < g - 1, co dowodzi, Ze ¢, jest
cyfra przy zasadzie g. Potézmy x; = gx - c;: bedzie wigc (wobec gx- 1 <¢; < gx) 0< x; <liz
liczba x mozemy postapi¢ jak postapiliSmy wyzej z liczba x, kladac teraz c2 = E(gx,), gdzie c,
bedzie cyfrg przy zasadzie g. Dalej potozymy X, = gx; - ¢,, gdzie bedzie 0 < x,< 11 z liczbg x,
postapimy podobnie jak wyzej, itd, W ten sposob otrzymamy cigg nieskonczony cyfr ci, ¢, cs, ...
przy zasadzie g, oraz cigg nieskonczony liczb rzeczywistych x, X, ..., przy czym bedzie xx = gXy. -
ck,dlak=0,1, 2, ..., gdzie jako x, nalezy przyjac¢ x, oraz bedzie 0 <x,<1dlak=0,1,2,...Zn
kolejnych réwnosci

X] = gX - C1, X2 = gX| - Ca, ..., XN = @Xyy - Cy,

ktore daja

X =Ci/g+Xi/g; X1 =Co/g +Xo/g, ..., Xn1 = Co/€ T Xn/g,
otrzymuj emy

X= Ci/gtcy/git.. Fel/g" + x./g"

skad, wobec 0 < x, <1



0 < x- (ci/g*c/g™+.. +el/gm < 1/g"

Liczbe ci/g + co/g> + ... + ci/g" oznaczamy przez (0, ¢y, €2 .. . Cn)g 1 Nazywamy utamkiem n-
cyfrowym przy zasadzie g. Utamek ten (w powyzszy sposob otrzymany) r6zni si¢ wigc od liczby x
mniej niz 1/gn, czyli mniej niz o (0,00...01),, gdzie po przecinku mamy n-1 zer.

Piszemy tez x = (0,c1,c5,Cs.....); 1 WzOr ten nazywamy rozwini¢ciem liczby x na ulamek
nieskonczony przy zasadzie g.

Przyktady. Niech g =2, x=1/3. Mamy tuc, = E2/3 =0,

x1=2/3,c,=FB4/3=1,%=43-1=1/3=x

skad wynika,
Ze ciag X, X, X... jest okresowy, o okresie czystym, ztozonym z dwoch wyrazow 1/3 12/3 , a wigc
cigg c,=E 2x,4) (n = 1,2, ... ) jest okresowy, o okresie czystym dwu wyrazonym 0 i 1. Mamy wiec

1/3=(0,10101...)
Jakoz ze znanego z algebry wzoru na sume szeregu geometrycznego tatwo sprawdzic¢, ze
1/3=1/22+1/2*+1/2° + ...

Niech teraz g=7,x=1/2 . Mamy tuc, =E7/2 =3, x, =7/2 - 3 = 2 = x .Ciag X,X1,X>... jest wigc
okresowy o okresie czystym, jednowyrazowym Y2 zatem i ciag ci, Ca, ... jest okresowy o okresie
czystym, jednowyrazowym 3 1 mamy rozwini¢cie

1/2 =(0,333 ...);

ktore tez tatwo sprawdzi¢, gdyz w mysl wzoru na sume szeregu geometrycznego mamy
1/2 =3/7+3/7*+3/7+...

Niech dalej g =3, x=1/11 Mamy tu

¢=E3/11=0 , x,=3/11, ¢=E9/11=0, x,=9/11, ¢=E27/11=2, x;=27/11-2=5/11, c,~E15/11=1 ,
x4=15/11-1=4/11, cs=E12/11=1, xs=12/11-1=1/11 = x. Ciag x,Xi, Xz, ... jest tu wiec okresowy o
okresie czystym pieciowyrazowym 0,0, 2,1,1 Mamy wigc rozwinigcie

1/11 = (0,002110021100211 . . . )s

Wzor ten mozna by sprawdzi¢ dodajac do siebie trzy szeregi geometryczne. Latwo dowiesé, ze
liczby wymierne przy kazdej zasadzie naturalnej g > 1 dajg rozwinigcia okresowe (o okresie
czystym lub mieszanym). W samej rzeczy, jezeli x = k/m, gdzie m jest liczbg naturalng, za$ k liczbg
catkowitg, taka iz 0 < k < m, to x; = gk/m — E gk/m = ki/m, gdzie k; jest liczba caltkowita, taka iz

0 < ki <m, a stad wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy x, = k./n, gdzie k, jest liczba
catkowitg, takg iz 0 < k, < m . W ciagu k, ki, ks,.... kn co najmniej jeden z wyrazéw musi si¢
powtorzy¢: to samo dotyczy wigc 1 ¢iggu X, Xi, Xa, ... Xm, a stagd wynika, jak wiemy, okresowos$¢
ciggu nieskonczonego x, Xi, X, ..., jak tez okresowos$¢ ciggu cy, ¢, .. . Latwo jest dowiesé, ze na to
aby liczba niecatkowita dawata rozwinigcie skonczone przy zasadzie naturalnej g > 1, potrzeba 1
wystarcza, zeby byla liczbg wymierna rowng utamkowi nieprzywiedlnemu, ktérego mianownik ma
tylko dzielniki pierwsze, bedace dzielnikami zasady g. W szczegdlnosci wiec te 1 tylko te liczby
niecatkowite daja rozwinigcie skonczone na utamek dziesigtny, ktéore sa réwne ulamkowi
nieprzywiedlnemu o mianowniku, nie majacym innych dzielnikéw pierwszych procz 21 5.



Dla liczb wymiernych zbadano dtugo$¢ okresow ich rozwinig¢ na utamki przy zasadzie g, ale
odnos$ne twierdzenia nie sg tu zbyt proste. Dla przyktadu podamy, ze okres rozwinigcia liczby 1/61
na ulamek dziesi¢tny ma 60 cyfr, za$ dla liczby 1/1913 okres ma 1912 cyfr. Okres za$§ rozwinigcia
dziesietnego liczby 1/99* = 0,00010203...080910111213...969799 ... skfada si¢ ze 198 cyfr, a
otrzymujemy go wypisujac jako dwucyfrowe (a wigc uzupeliajac jednocyfrowe zerem na
poczatku) kolejne liczby catkowite od 0 do 99, z pominigciem liczby 98. Mozna dowies¢, ze w
kazdym rozwinigciu dziesietnym nieskonczonym wystepuja dowolnie dtugie ciagi nastepujacych po
sobie cyfr, wystgpujace w rozwinigciu (w tym samym porzadku) nieskonczenie wiele razy. W
szczegolnosci w kazdym utamku dziesigtnym nieskonczonym co najmniej jedna cyfra wystepuje
nieskonczenie wiele razy. Nie potrafimy jednak powiedzie¢, ktora cyfra wystepuje nieskonczenie
wiele razy w rozwinieciu dziesigtnym liczby\2 albo liczby 7. Niech cc ... ¢ oznacza liczbe, ktorej
wszystkie cyfry (w uktadzie dziesigtnym) sg jednakowe, rowne c. Wiec na przyktad 66...6 oznacza
ktoragkolwiek z liczb ciagu 6, 66, 666, 6666, ... . Przed dwudziestu laty postawiono pytanie, kiedy
liczba cc...c jest potega liczby naturalnej wigkszej od jednosci o wyktadniku wiekszym od jednosci,
czyli jest postaci m", gdzie m i n s3 to liczby naturalne > 1. Dla niektorych cyfr ¢ odpowiedz na to
pytanie jest tatwa. Na przykiad liczby 22..2 oraz 66...6 nie sg takimi potggami, gdyz, jako
konczace si¢ cyfra 2 lub 6, sg to liczby parzyste, niepodzielne przez 4, za$ kazda potega o
wyktadniku > 1 liczby parzystej musi by¢ podzielna przez 4.

Rowniez tatwo jest rozstrzygnaé nasze pytanie dla liczb 55...5 gdyz liczba 5 nie jest potega zadnej
liczby naturalnej o wyktadniku > 1, za$ w razie wiecej niz jednej cyfry mamy tu liczbe konczaca si¢
na 55, a wiec podzielng przez 5, ale niepodzielng przez 5 = 25. Liczba 4 jest postaci 4 = 27, ale
liczba 44...4, majaca wiecej niz jedng cyfre, nie jest zadanej postaci, czego mozna tak dowiesc.
Liczba ta nie moze by¢ potgga o wyktadniku > 2, gdyz wtedy, jako parzysta, musiataby by¢
podzielng przez 8, co nie zachodzi, gdyz konczy si¢ na 44. Gdyby za$ nasza liczba byla kwadratem,
bytaby kwadratem liczby parzystej (2k)?, skad znalezliby$my 11...1 = k% Ale liczba 11...1, jako
konczaca si¢ na 11, jak fatwo sprawdzi¢, nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej. Udowodniono
tez, ze liczby 99... 9, w razie gdy cyfr jest wigcej niz jedna, oraz liczby 33... 3, 77...7 jak tez 88...8
nie sg postaci m", gdzie m 1 n sg liczbami naturalnymi > 1, ale dowody sa trudne, natomiast o
liczbach 11 ... 1 (gdzie cyfr jest wigcej niz jedna) wiemy jeszcze tylko, Ze nie sg sze$cianami liczb
naturalnych.

CZESC DZIEWIATA

TWIERDZENIE WILSONA. TWIERDZENIE THUE'GO.ROZKEAD LICZBY NA SUME
KWADRATOW, SZESCIANOW I BIKWADRATOW

Twierdzenie Wilsona. Przy dowodzie malego twierdzenia Fermata dowiedliSmy, ze jezeli p jest
liczbg pierwsza, za$ a jedng z liczb 1, 2, ..., p - 1, to reszty z dzielenia przez p liczb a, 2a, 3a, ... (p =
)a sa wszystkie rdézne, a wigc co najwyzej porzadkiem roznig si¢ od liczb ciagu 1, 2, .. . , p - L.
Wynika stad, ze dla kazdej liczby a ciggu 1, 2, ..., p - 1 istnieje jedna i tylko jedna liczba b tego
ciggu taka, ze ab przy dzieleniu przez p daje resztg 1. Nazwijmy liczb¢ b odpowiednia dla a.
Oczywiscie, jezeli liczba b jest odpowiednig dla a, to liczba a bedzie odpowiednig dla b.
Niekoniecznie jednak liczba b odpowiednia dla a jest r6zng od a, bo na przyktad liczba
odpowiednig dla a = 1 jest oczywiscie liczba 1. Liczbg odpowiednig dla p-1 jestp - 1, gdyz (p - 1)* =
p® - 2p + 1 przy dzieleniu przez p daje reszte 1, a kazda liczba ma, jak wiemy, tylko jedng dla niej
odpowiednia. Latwo tez dowies¢, ze poza liczbami 1 1 p - 1 nie ma w ciggu 1,2,..., p - 1 innej, ktora
byta byla rowna swej odpowiedniej. Gdyby bowiem a bylo takg liczbg, to liczba a*-1 = (a-1) (a + 1)
bylaby podzielng przez p, a wigc liczba a - 1 lub liczba a+1 bylaby podzielng przez p, co jest
niemozliwe, gdyz 1 <a+ 1 <p-1, a p jest liczba pierwszg. Tak wigc poza liczbami 1 1 p-1 wszystkie
inne liczby ciagu 1, 2, ..., p -1, gdzie p jest liczbg pierwsza > 2, a wigc nieparzysta, rozpadajg si¢ na
pary r6znych liczb odpowiednich: my, n;; my, ny; ..., my3/2 , n,3/2. lloczyn min;, gdziei=1, 2, ..., p-



3/2, przy dzieleniu przez p daje reszt¢ 1, za$ iloczyn 1 * (p - 1) = p - 1 przy dzieleniu przez p daje
reszte p - . Stad tatwy wniosek, ze iloczyn mnimen,.... mp3/2 n,3/2 ¢1 * (p - 1) przy dzieleniu przez
p daje reszte p - 1, a poniewaz iloczyn ten tylko porzadkiem czynnikow rézni si¢ od iloczynu 1, 2,
3,...(p-1)=(p- 1!, wigc liczba (p - 1)! przy dzieleniu przez p daje reszte p — 1, zatem liczba (p -
1)! + 1 jest podzielna przez p. UdowodniliSmy wigc Twierdzenie Wilsona: Jezeli p jest liczba
pierwsza, to liczba (p - 1)! + 1 jest podzielna przez p. Wprawdzie przy dowodzie zaktadalismy, Ze p
jest, liczbg pierwsza nieparzysta, ale twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe i dla liczby p = 2.
Latwo dowies¢, ze twierdzenie to daje si¢ odwrocic: jezeli dla liczby naturalnej p > 1 liczba (p -1)! +
1 jest podzielna przez p, to liczba p jest pierwsza. Gdyby bowiem liczba p byta ztozong, zatem p =
ab, gdzie a 1 b s3 liczby naturalne, a > 11 b > 1, to liczba (p - 1)! + 1, bedac podzielng przez p,
bytaby tez podzielng przez a, co jest. niemozliwe, gdyz liczba (p-1)! =1+2 ... (p- 1), wobec 1 <a
<p (gdyzb>11p=ab>a)zawiera czynnik a, a wiec jest podzielna przez a, 1 liczba (p - 1)! + 1
przy dzieleniu przez a daje reszt¢ 1. Tak wigc na to, zeby liczba naturalna p > 1 byla pierwsza,
potrzeba 1 wystarcza, zeby liczba (p - 1)! + 1 byta podzielng przez p. Twierdzenie to jest waznym
twierdzeniem teorii liczb i ma rdzne zastosowania, ale do praktycznego sprawdzania, czy dana
liczba jest pierwsza, nie nadaje si¢, gdyz juz nawet dla dwucyfrowych liczb p wymagatoby to
wielkich rachunkéw. Na przyktad dla sprawdzenia, czy liczba 19 jest pierwsza, trzeba by liczbe 18!
+ 1 dzieli¢ przez 19, co byloby dos¢ ucigzliwe. Z twierdzenia Wilsona wyprowadzimy teraz
nastepujacy wniosek, z ktdrego skorzystamy poznie;j.

Whiosek. Jezeli p jest liczba pierwszg postaci 4k + 1, gdzie k jest liczba naturalng, to liczba

p-1.T
{T)-J

+1

jest podzielna przez p. Dla dowodu zauwazymy, ze wobec parzystosci liczby p-1/2=2k mamy
1.2.3 .p-12= (- 1) (- 2) ... ((p-1/2)) , co przy dzieleniu przez p daje oczywiscie taka sama
reszte co liczba (p-1)(p-2)....(p-(p-1/2)) = p+1/2(p+1/2 + 1)... (p-2)(p-1), skad wnosimy, ze liczba

Z=1
2 7] , przy dzieleniu przez p daje taka samg reszte co liczba

(p-1/2)!p+172(p+1/2 + 1)...(p-1) = (p-1)!

a wigc, w mysl twierdzenia Wilsona, resztg p-1.

Udowodnimy teraz nastepujace Twierdzenie Thue'go. Jezeli m jest liczbg naturalng, za$§ a liczba
catkowita, pierwsza wzgledem m, to istnieja liczby naturalne x i y, obie < Vm, takie, iz przy
odpowiednim znaku + lub - liczba ax + y jest podzielna przez m. Dowdd. Twierdzenie jest
oczywiscie prawdziwe dla m = 1, gdyz wtedy mozemy przyja¢ x =y = 1. Przypus¢my wiec, ze m
jest liczbg naturalng >1 i niech q oznacza najwigkszg liczbe naturalng < Vm: bedzie wiec qt1>
Vm, zatem ('q+1)? > m. Wezmy pod uwage liczby calkowite ax - y, gdzie 'x i y przybieraja warto$é
0, 1, 2, ..., q. Liczb takich jest (q+1)* > m, a poniewaz roznych reszt z ich dzielenia przez m jest
tylko m, wigc przy dwoch réznych uktadach x,,y; 1 X2, y» gdzie na przykiad x; > x, , liczby ax;- y; 1
ax, - y» muszg przy dzieleniu przez m dawac t¢ samg resztg, zatem liczba

ax;- yi1 - (ax2 — y2) = a(X1-X2) — (yi-y2) musi by¢ podziel na przez m. Nie moze tu by¢ x,= x,, gdyz
wtedy liczba y, - y, bylaby podzielna przez m, co wobec 0 <y; <q <Vm <m (gdyz m > 1) i
podobnie 0 <y, <m, jest niemozliwe, skoro uktady x,,y; 1 x,, y» s3, jak zaktadamy, r6zne. Nie moze
tez tu by¢ yi =y, gdyz wtedy liczba a(x; - X») bylaby podzielna przez m; a wigc skoro liczba a jest
pierwsza wzgledem m, liczba x;-x, bylaby podzielng przez m, co wobec 0 <x; <q< m0<x,< q



oraz X; # X, jest niemozliwe. Jest wigc X; # X, oraz y; # y.. Wobec X; > X, liczba x = x; - X, jest wigc
naturalng, za$ liczba y, - y, - catkowita, r6zng od zera, zatem liczba y = |y, - y,| naturalna, przy czym
X=X -%<x< q<Vm, orazy < q < Vm ,za$ liczba a (x; - X,) - (y1 - y2) = ax £ y przy
odpowiednim znaku jest podzielna przez m. Twierdzenie Thue'go zostato wigc udowodnione. Jako
fatwy wniosek stad wyprowadzimy nastgpujace Twierdzenie Fermata. Kazda liczba pierwsza
postaci 4k + 1 jest sumg dwoch kwadratow liczb naturalnych. Dowod. W mys$l wniosku z
twierdzenia Wilsona, jezeli p jest liczbg pierwszg postaci 4k + 1, to liczba a*+1, gdzie a = (p-1/2)!
jest podzielna przez p, przy czym liczba a, jako iloczyn liczb naturalnych <p-1/2 <p jest pierwsza
wzgledem p. W mys$l twierdzenia Thue'go (dla m = p) istniejg wiec liczby naturalne xi y, obie < \p,
takie iz przy odpowiednim znaku + lub - liczba ax + y jest podzielna przez p. Wynika stad, ze liczba
a’x?-y* = (ax - y) (ax +y) jest podzielna przez p, a poniewaz liczba a’x* + x* = (a® + 1)x? jest, jak
wiemy, podzielna przez p, wigc liczba x* + y* = (a’x* + x?) - (a’x* - y?) jest podzielna przez p. Lecz
poniewaz x i y sa liczbami naturalnymi < \p, zatem <\p, gdyz p, jako liczba pierwsza, nie jest
kwadratem liczby naturalnej, wiec liczba x* + y* jest naturalng > 1 oraz < 2p, a poniewaz jest
podzielng przez liczbe pierwsza p, wiec musi by¢ rowng p. Jest wiec p = x* + y?, zatem p jest sumg
dwoch kwadratoéw liczb naturalnych, c. b. d. o.

Co sie tyczy liczb postaci 4k +3 (nie tylko pierwszych), to zadna z nich nie jest sumg dwoch
kwadratow liczb catkowitych, gdyz, jak wiemy, kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 4
daje reszt¢ 0 lub 1, zatem suma dwoch kwadratow przy dzieleniu przez 4 moze dawac tylko reszte
0, 1 lub 2, a nigdy nie daje reszty 3.

Tuk wiec z liczb pierwszych na sume dwoch kwadratow rozkladajg sie tylko liczba 2 = 12+ 1% oraz
liczby pierwsze postaci 4k+1. Latwo jest dowies¢, ze jezeli nie zwraca¢ uwagi na porzadek
sktadnikéw, to liczba pierwsza nie moze dawa¢ dwoch réznych rozkladéw na sumy kwadratow
dwoch liczb naturalnych. Gdyby bowiem liczba pierwsza p dawata dwa takie rozktady p = a* +b* =
a;*+ b/?, to mieliby$Smy

p> = (a’+ b% (a,*+ b)?) = (aa; + bb,)* + (ab, - ba;)* = (aa, - bb,*) + (ab; + ba,)* oraz

(aa;+ bb;) (ab; + ba;) = (a’ + b%)a,b; + (a;® + bin)ab = p(a;b;+ab). Iloczyn ten jest wigc podzielny
przez liczbe pierwsza p, skad wynika, ze jeden co najmniej z jego czynnikow jest. podzielny przez
p. Jezeli pierwszy z czynnikow jest podzielny przez p, to, poniewaz jest on liczba naturalng, wigc
aa; +bb; > p, zatem (aa, +bb,)* > p* i pierwszy z rozktadow liczby p* na sum¢ dwoch kwadratow
daje ab, - ba; = 0, czyli ab, = ba,, a poniewaz liczby a i b (i podobnie liczby a; i b;) sa wzglednie
pierwsze (gdyz kwadrat kazdego ich dzielnika wspolnego jest dzielnikiem liczby p = a*+ b?), wiec
bytoby a = a; 1 b = b;, wbrew zalozeniu, Ze rozklady s3 rozne. Podobnie dochodzimy do
sprzecznosci, zaktadajac, ze czynnik ab; + ba, jest podzielny przez p.

A oto jedyne rozktady na sume¢ dwéch kwadratow (liczb rosngcych) liczb pierwszych postaci 4k + 1
mniejszych od stu5=1>+2% 13 =2>+3% 17=1"+4*29=2°+5% 37 =
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Rysunek 1

=P+ 6,41 =4+ 5,53 =224+ T, 61 =5+ 6, T3 =32+ 8,89 =548, 97 =4+ P



Wiadomo tez jakie liczby naturalne rozkladaja si¢ na sumy dwoch kwadratow. Na to zeby liczba
naturalna n byla sumg dwéch kwadratow liczb catkowitych, potrzeba i wystarcza, zeby iloraz z
dzielenia jej przez najwigkszy kwadrat, przez ktory jest podzielna, nie miat Zadnego dzielnika
postaci 4k + 3. Na to za$§ zeby liczba naturalna byla sumg kwadratéw dwoch liczb naturalnych,
potrzeba 1 wystarcza, zeby poza wspomnianym przed chwilag warunkiem albo liczba ta miata co
najmniej jeden dzielnik pierwszy postaci 4k + 1, albo tez Zzeby najwigksza potega liczby 2 ja
dzielaca miata wyktadnik nieparzysty.

Rozktady n = x* + y?, gdzie x i y sg liczbami calkowitymi, 0 < x <y, dla wszystkich liczb
naturalnych n < 10000 podat A. van Wijngarden, za$ rozktady dla n < 20000 podal H. Gupta
Rozktady liczb catkowitych na sumy dwoch kwadratow mozemy ilustrowaé geometrycznie.
Poprowadzmy na ptaszczyznie proste wzgledem siebie prostopadte: Ox i Oy (powyzszy rysunek).
Po obu stronach kazdej z nich poprowadzmy szereg roéwnolegtych kolejno odlegtych o jednostke
dtugosci. Réwnolegte do prostej Ox opatrzmy kolejnymi numerami 1, 2, 3, ... idac ku gorze, za$
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Rysunek 2
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numeramii -1,-2, ... idac ku dotowi; podobnie rownolegte do osi Oy opatrzmy po prawej stronie
kolejno numerami 1, 2, 3, po lewej za§ numerami - 1, -2, .... Same za$ proste Ox 1 Oy opatrzmy
numerami 0.

Obrazem rozkladu x*> + y* bedziemy nazywali punkt M plaszczyzny, ktory lezy na przecieciu sig
prostopadtej o numerze x do prostej Ox z prostopadla o numerze y do prostej Oy. Wiec na przyktad
obrazem rozktadu 3* + 2% bedzie punkt M, oznaczony na rysunku 1; obrazem rozktadu (- 2)* + (- 1)
jest punkt P. Obrazem rozktadu 0° + 0% jest punkt 0.

" . - . - Rysunek 3

Ogolnie mozemy powiedzie¢, ze obrazem rozktadu x* + y* jest punkt plaszczyzny o wspotrzednych
catkowitych x, y. Punkty te nazywamy punktami sieciowymi. Jasng jest rzecza, ze kazdemu
rozktadowi x* + y* odpowiada pewien punkt sieciowy i ze na odwrdt, kazdy punkt sieciowy jest
obrazem pewnego rozktadu na sume dwoch kwadratow.

Wezmy pod uwage punkt sieciowy M, ktory jest obrazem rozktadu x* + y*. Na podstawie
twierdzenia Pitagorasa odleglo$¢ OM réwna jest /x” + 3 (rysunek 2).

Wnosimy stad, ze rozkladom n = x* + y? odpowiadajg punkty sieciowe, lezace na



obwodzie kota, zatoczonego promieniem \n dokota punktu O. Oznaczmy, dla danej liczby n, przez
1(n) liczbe wszystkich jej rozktadow na sume dwoch kwadratow n = x* + y*. Bedzie wiec t(n) liczbg
punktéw sieciowych znajdujacych sie na obwodzie kota, zatoczonego promieniem Vn dokota
punktu O , czyli kota, ktorego rownaniem (w geometrii analitycznej) Jest x* + y* = n. Jasnym jest
tez, ze liczba t(0) + t©(1) + 1(2) +... + 1(n) bedzie liczba wszystkich punktow sieciowych,
znajdujacych si¢ wewnatrz lub na obwodzie kota K zatoczonego promieniemvn dokota punktu O.
Oznaczmy 1(1) + ©(2) +... + ©(n) = T(n). Przyporzadkujmy kazdemu punktowi sieciowemu kwadrat
o jednostce pola, majacy 6w punkt jako srodek, a boki réwnolegte do osi Ox 1 O y (rysunek 3).

Pole P zaj¢te przez kwadraty odpowiadajace punktom sieciowym nie wychodzacym poza obwdd
kota K jest wigc doktadnie rowne liczbie takich punktow, czyli sumie 1 + T(n). Z tatwos$cig jednak
spostrzegamy, ze pole P jest rowne w przyblizeniu polu kota K, i mozemy okresli¢ stopien tego
przyblizenia. Jezeli mianowicie zakreslimy z punktu O kolo o promieniu Vn + 1/A2 , to poniewaz
1/N2 jest najwicksza odlegloscia punktow kwadratu o jednostce pola od jego $rodka, wnosimy, ze
wszystkie kwadraty tworzace pole P beda lezaly wewnatrz takiego kota, co najwyzej dotykajac jego
obwodu. Pole zaj¢te przez nie bedzie wiec mniejsze od pola kota, zatem

P < (\n+1/A2)
Z drugiej strony, gdybysmy z punktu O zakreslili koo promieniem fVn - 1A2, to
wywnioskowalibySmy podobnie, ze pole takiego kota jest mniejsze od pola P zajetego przez nasze
kwadraty, skad nierownos¢:

P>n (Vn - 112)
Wobec P =1 + T(n) znajdujemy wiec dla T(n) nierownosci

n(Vn—1A2)? - 1 <T (n) <7 (Vo + 1/A2)* -1
Zauwazywszy, ze T V2 < 5 i ze przy naturalnym n mamy

0<m2-1<1<7n

mozemy napisaé nierdwnosci

bl llnvﬁjz—l=fmvﬁrm"2*\5 +§—1{m?+6\!{;
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wobec ktorych ostatnie nieréwnosci dla T(n) daja
mn - 6\n < T(n) <7n + 6\n
zatem
IT(n) / n—n| < 6/\n
Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Dla dostatecznie wielkich n, mianowicie dla n > 36/¢’

bedzie 6/Nn < & zatem liczba
T(n)/n — & jest mniejsza od €. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dla dostatecznie wielkich n $rednia



arytmetyczna
T(m)n=1(1) +1(2) +... + t(n) /n

r6zni si¢ od liczby m dowolnie mato. Wyrazamy to mowigc, Ze ta $rednia arytmetyczna zmierza do
granicy m, gdy n wzrasta nieograniczenie, 1 piszemy

(D +r(2)+...+1(m) _

#

lim

e n
Jezeli dla danej funkcji liczbowej $rednia arytmetyczna z jej n kolejnych wartosci zmierza do
granicy skonczonej a, gdy n wzrasta nieograniczenie, to moéwimy, ze a jest wartoscig Srednig tej
funkcji liczbowej. Mozemy wigc powiedzie¢, ze wartoscig srednig funkcji t(n) jest liczba m albo Ze
liczby naturalne dajg $rednio m rozkladow na sume dwoch liczb catkowitych. W mysl twierdzenia
Gaussa, na to zeby liczba naturalna n byta sumg trzech kwadratow liczb catkowitych, potrzeba i
wystarcza, zeby n nie byto postaci 4"(8k + 7), gdzie h i k sa to liczby catkowite > 0. Wynika stad, ze
kazda liczba naturalna postaci 8k + 3 jest suma trzech kwadratéw liczb nieparzystych. Co do liczb
naturalnych postaci 8k + 1, istnieje przypuszczenie, ze z wyjatkiem liczb 1 1 25 sg one sumami
trzech kwadratéw liczb naturalnych (Stanistaw Gotaszewski sprawdzit to przypuszczenie dla liczb
< 5000). Latwo jest natomiast dowies¢, ze kazda liczba catkowita daje si¢ nieskonczenie wieloma
sposobami przedstawi¢ w postaci x*+y* - 2%, gdzie X, y i z s3 liczbami naturalnymi. Wynika to
natychmiast z tozsamosci

2k - 1 =202+ (k - 26 - (k -2t> - 1)?
2k = (2t+ 1)* + (k - 2t* - 2t)* - (k - 2t* -2t- 1)?

dla catkowitych k it .

Liczby t = k(k+1) / 2, gdzie k = 1, 2,..., nazywamy trojkatnymi. Mozna dowie$¢, ze kazda liczba
naturalna jest sumg trzech lub mniej liczb trojkatnych (dowod nie jest jednak tatwy). Wiec na
przyklad 1 :t1,2:t1 +t1,3 :tzztl +t1 +t1,4:t1+t2, 5:t1+t1+t2,6:t3:t2+t2,7:t1+t3:t1 1 '
+t2+t2 ,8:t1 +t| +t3,9:tz+t2+t2:t2+t3, 10:t4 :t|+t2+t3.

Mozna dowie$¢ elementarnie, ze kazda liczba naturalna jest sumg czterech kwadratow liczb
catkowitych. Z liczb nieparzystych tylko liczby 1, 3, 5, 9, 11, 17, 29 1 41 nie sa sumami czterech
kwadratow liczb naturalnych, a z liczb parzystych tylko liczby 4" ¢ 2, 4" « 6 i 4" ¢ 14, gdzieh =0, 1,
2, . .. Jedynymi liczbami naturalnymi, ktore nie sg sumami pieciu kwadratow liczb naturalnych sa
liczby 1,2,3,4,6,7,9, 10, 12, 15, 18 1 33. Kazda liczba naturalna >188 jest sumg pieciu lub mniej
kwadratow.

Najmniejszg liczba, ktdra jest kwadratem liczby naturalnej, a zarazem sumg dwdch kwadratow liczb
naturalnych jak tez sumg trzech kwadratow liczb naturalnych, jest liczba 169 = 13% =5+ 12 =3+
4% + 122, Liczba ta jest zarazem sumg czterech, pieciu . . . 155-ciu kwadratow liczb naturalnych, ale
nie jest sumg 156-ciu kwadratow liczb naturalnych. Rozktad liczby 169 na sume¢ dziesieciu
kwadratow liczb naturalnych otrzymujemy na przyklad ze wzoru 169 = 11> + 5 + 42 + 7 « 12,
rozklad za$ na sume stu kwadratow liczb naturalnych ze wzoru 169 = 23 ¢ 2>+ 77 12,

Rozktady liczb calkowitych na sumy szescianéw. Latwo dowies¢, Ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb catkowitych, ktére nie sg sumami trzech (lub mniej) szesciandw liczb catkowitych. Takimi sg
na przyktad wszystkie liczby postaci 9k + 4, gdzie k jest liczba calkowita .Wactaw Sierpinski
wyrazil przypuszczenie, ze kazda liczba calkowita daje si¢ i to nieskonczenie wieloma sposobami
przedstawi¢ w postaci x* +y’® - Z° - £, gdzie X, y, z i t sa liczbami naturalnymi. Przypuszczenie to
sprawdzit dla wszystkich liczb catkowitych o warto$ci bezwzglednej < 100 oraz dla nieskonczenie
wielu innych, na przyktad dla wszystkich liczb podzielnych przez 3. Dla liczby 2 wynika to na
przyktad z tozsamosci



2=0On*’+1°-9n’-1-On*-3n)’dlan=1,2, ...
za$ dla liczby 3 z tozsamosci
3=(6n’+1y’+1°-(6n’-1)°-(6n*)’dlan=1,2,...

Latwo jest dowies¢, ze kazda liczba podzielna przez 3 jest sumag czterech sze$ciandw liczb
catkowitych, co wynika bezposrednio z tozsamosci

ok =(k+1) + (k-1)’+ (- k)’ + (- k)’,
6k +3=k>+ (4 - k) + 2k - 5)° + (4 — 2k)’.

Mozna stad tatwo wyprowadzi¢ wniosek, ze kazda liczba catkowita jest sumg pigciu szesciandOw
liczb calkowitych, i to na nieskonczenie wiele roéznych sposobow. Zajmowano si¢ tez
przedstawieniem liczb catkowitych w postaci x* + y* + 22°, gdzie x, y i z sg to liczby catkowite.
Matematyk chinski Chao Ko dowiddt, ze kazda liczba naturalna < 100 procz, by¢ moze, liczb 76 i
99 daje si¢ w ten sposob przedstawi¢. Mamy na przyktad

13=(-35) + (- 62)° + 2+ 52°, 31 =523 + 31> + 2 « (-44)’.

Liczba 76 jest najmniejszg liczbg naturalng, o ktérej nie wiemy, czy daje si¢ przedstawi¢ w postaci
X’ +y’ + 223, gdzie x, y i z sg liczbami calkowitymi. Latwo dowie$¢, ze kazda liczba calkowita # 0
daje skonczong liczbg rozktadow na sume dwoch sze$ciandéw liczb catkowitych. Natomiast nie
kazda liczba naturalna ma skonczong liczbe rozktadéw na sume trzech sze$cianow liczb
calkowitych, na przyklad liczba 1 ma nieskonczenie wiele takich rozktadéw, 1 = 1+ n’*+(-n)’ dla n
=1,2,..., albo jezeli nie chcemy, by dwa szeSciany sie znosity: 1 = (9n*)’ + (1-9n°)* + (3n - 9n*)’ dla
n = 1,2,... Mozna dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna majaca wigce;j
niz s réznych rozkladow na liczbe dwoch sze$ciandow liczb naturalnych. Najmniejsza liczba
naturalng, rozktadajagcg si¢ dwoma roéznymi sposobami na sume¢ dwoéch szeSciandw liczb
naturalnych (jezeli nie zwraca¢ uwagi im porzadek sktadnikdw), jest liczba 1729 = 10° + 9° = 12° +
1°. Najmniejszg liczbg naturalng, rozkladajacg sie dwoma sposobami na rdznice szeScianow dwoch
liczb naturalnych, jest liczba

721=9"-2°=16-15°.
Liczba 0 nie rozktada si¢ na sume¢ trzech szeScianow liczb catkowitych réznych od zera, ale dowod
tego twierdzenia (bgdacego szczegdlnym przypadkiem tak zwanego wielkiego twierdzenia
Fermata) nie jest tatwy. Natomiast 0 ma nieskonczenie wiele rozkltadow na sume czterech
szescianow liczb catkowitych réznych od zera, bo na przyktad

0=3n)’+@n)’+(5n)’+(-6n)’dlan=1,2,...

W inkii 1782 E. Waring wypowiedzial bez dowodu twierdzenie ,ze kazda liczba naturalna jest sumg
dziewigciu lub mniej sze$ciandw liczb naturalnych, co udowodnit dopiero w 1909 Wieferich. W
roku 1939 L. E. Dickson dowiodt ,ze kazda liczba naturalna z wyjatkiem liczb 23 i 239 jest sumg
osmiu lub mniej szeScianow liczb naturalnych, za§ w 1942 r. J. W. L i n n 1 k dowiodl, ze kazda
dostatecznie wielka liczba naturalna jest sumg siedmiu lub mniej szescianéw liczb naturalnych. Nie
wiemy jednak, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, nie bedacych sumami czterech
ani mniej sze$ciandow liczb naturalnych. Liczby postaci (k* - k)/6, gdzie k jest liczba naturalna,
zwane sg liczbami piramidalnymi. Udowodniono, Ze kazda liczba catkowita jest sumg dziewieciu
liczb piramidalnych, za§ kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest suma o$miu liczb
piramidalnych. Istnieje przypuszczenie, ze kazdy kwadrat liczby naturalnej jest suma czterech liczb



piramidalnych. Sumy bikwadratow. Waring twierdzil, ze kazda liczba naturalna jest sumg 19-tu
czwartych poteg liczb calkowitych. Sprawdzono to dla liczb < 10?°. Dowiedziono tez, ze kazda
liczba naturalna jest suma 35-ciu czwartych poteg liczb catkowitych, a kazda dostatecznie wielka
liczba naturalna jest sumg 16-tu czwartych poteg liczb catkowitych. Jest to najlepszy wynik tego
rodzaju, gdyz zadna liczba postaci 16" ¢ 31, gdzie h = 0, 1, 2, ..., nie jest sumg mniej niz 16-tu
bikwadratow. Nie znamy zadnej liczby naturalnej, ktora by wigcej niz dwoma sposobami (jezeli nie
zwraca¢ uwagi na porzadek sktadnikow) rozktadata si¢ na sume dwoch czwartych poteg liczb
naturalnych. Takie, ktore rozktadaja si¢ dwoma sposobami, sg znane, na przyktad 133* + 134* = 59*
+ 158*. Kazda liczba naturalna jest sumg algebraiczng dwunastu bikwadratow, a kazda dostatecznie
wielka liczba naturalna jest sumg algebraiczng dziesigeciu bikwadratow, 1 to na nieskonczenie wiele
sposobdéw. Nie wiemy natomiast, czy kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest sumg
algebraiczng dziewieciu bikwadratéw. Zadna natomiast liczba postaci 16k + 8 nie jest sumg
algebraiczng mniej niz o$miu bikwadratow. Zajmiemy si¢ teraz rozkltadami na sumy poteg liczb
wymiernych. Udowodnimy, ze liczba 3 nie jest sumg dwdch kwadratow liczb wymiernych.
Przypu$émy, ze liczba 3 jest sumg dwoch kwadratow liczb wymiernych. Sprowadzajac te ostatnie
do wspolnego mianownika bg¢dziemy mieli rGwnanie

3=z +(ylz),

gdzie x iy sg liczbami calkowitymi, za$ z jest liczbg naturalng. Stad 3z> = x* + y°. Istniejg wiec
liczby naturalne z, dla ktorych 3z* jest sumg kwadratow dwoch liczb catkowitych. Niech z oznacza
najmniejszg z takich liczb naturalnych. Wowczas zadna z liczb x 1 y nie jest podzielna przez 3.
Gdyby bowiem jedna z liczb x, y byla podzielna przez 3, to z rdbwnania 3z* = x* + y* wynika, ze i
druga bylaby podzielna przez 3, a wigc mielibySmy x = 3a, y = 3b, gdzie a i b sg liczbami
catkowitymi, skad, w my$l naszeg rOwnania, 3z> = 9(a’ + b?), zatem z* = 3(a’ + b?), co dowodzi, ze i
liczba z jest podzielna przez 3, zatem z = 3¢, gdzie ¢ jest liczbg naturalng < z i mamy 3¢* = a* + b?,
wbrew zatoZeniu, Ze z jest najmniejsza liczbg naturalna, ktdrej potrojony kwadrat jest sumg dwoch
kwadratow liczb catkowitych. Zadna z liczb x i y nie jest wiec podzielna przez 3. Ale poniewaz
liczba catkowita niepodzielna przez 3 przy dzieleniu przez 3 daje reszte¢ 1 lub 2, a wigc kwadrat jej
przy dzieleniu przez 3 daje zawsze reszte 1, wigc suma x* + y* przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2,
wbrew temu, ze jest ona rowna 3z%. Dowiedli$my wiec ,ze liczba 3 nie jest sumg kwadratow dwoch
liczb wymiernych. Wynika stad natychmiast, ze przy naturalnym n liczba 3™ nie jest sumg
kwadratow dwoch liczb wymiernych gdyz wtedy 1 liczba 3 bylaby taka sumg). Zatem istnieje
nieskonczenie wiele liczb naturalnych, ktore nie sg sumami dwoch kwadratéw liczb wymiernyuch.
Udowodnimy teraz, ze jezeli liczba wymierna dodatnia w jest sumg kwadratéw dwoch liczb
wymiernych to jest ona takg sumg na nieskonczenie wiele réznych sposobdéw. Niech wigc liczba
wymierna dodatnia w bedzie sumg dwoch kwadratow liczb wymiernych u i v, w = u? + v2. Mozemy
tu oczywiscie zalozy¢, ze u >v > 0. Jezeli v = 0, to wobec w > 0 mamy u > 0 i w = u’. Poniewaz
dla naturalnych n mamy tozsamos$¢

(n*+1)* = (n* - 1)+ (2n)?, wiec w = ((n*-1)u/n*+1)* + (2nu/n*+1)?

przy czym liczby n’>-1 / n’*+1 =1 — 2/n*+1 wzrastaja, gdy n wzrasta. Mamy tu wiec nieskonczenie
wiele rozkladow liczby w na sume dwoch kwadratow liczb wymiernych dodatnich. Przypusémy
teraz, ze v > 0. Wystarczy oczywiscie dowie$¢, ze dla kazdego rozktadu w = u*+ v?, gdzie uiu sg to
liczby wymierne dodatnie, znajdziemy rozktad w = u,*> + v,%, gdzie u; i v, sg liczbami wymiernymi,
dodatnimi, przy czym u; > u. Z réwnosci w = u* + v* wynika jak fatwo sprawdzi¢ dla naturalnych n
réwnos¢
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Obierzmy jako n liczbe naturalng n > 1 +2u/v 1 polézmy
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Bedzie tuu; =u+ (2/n2+1) (vn-u) >u ,gdyz vn > 2u > u, przy czym, wobec n - 1 > 2u/v, bedzie
vin®> - 1) = (n - Dv(n + 1) > 2u(n + 1) > 2un, zatem v, > 0. Zadany dowdd zostal wiec
przeprowadzony. Zauwazymy tu, ze mozna tez dowie$¢, chociaz jest to rzecza juz znacznie
trudniejsza, ze jezeli liczba jest sumg dwoch szeScianow roznych liczb wymiernych dodatnich, to
jest taka sumg na nieskonczenie wiele sposcbow. Ale liczba bedaca sumag dwoch réwnych
sze$cianow liczb wymiernych dodatnich, jak tego mozna dowies¢, w jeden tylko sposéb rozktada
si¢ na sumi; dwoch sze$cianow liczb wymiernych > 0.

Latwo dowies¢, ze twierdzenie to jest rownowazne twierdzeniu, ze liczba 2 tylko w jeden sposob 2
= I’ + I® rozktada sie¢ na sume dwoch sze$ciandw liczb wymiernych dodatnich, ale dowod tego
ostatniego twierdzenia jest trudny. Latwo jest dowies¢, ze suma dwoch roznych szesciandéw liczb
wymiernych dodatnich jest zarazem roznica dwoch rdéznych sze$ciandow liczb wymiernych
dodatnich. Wynika to natychmiast z tozsamosci:
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dla x #y, ktorej sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi. Wiec na przyktad
2°+1° = (20/7)* — (17/7)

Przyjmujac w naszej tozsamosci x = 2, y = -1, otrzymujemy

7 =2%-1°=(4/3)’ + (5/3)’°

liczba 7 moze wigc by¢ przedstawiona jako suma dwoch réznych szesciandéw liczb wymiernych
dodatnich. Natomiast, jak latwo dowie$¢, liczba 7 nie jest suma dwoch sze$cianow liczb
naturalnych.

/Dla liczby 6 mamy rozktad

6=(17/21) + (37/21)}

Natomiast, liczba 8 nie jest sumg dwoch szeScianow liczb wymiernych dodatnich, ale dowod nie
jest fatwy. Dla liczby 9 mamy 2°+1°.

Mozna dowie$¢ elementarnie (chociaz dowdd nie jest tatwy), ze kazda liczba wymierna dodatnia
daje si¢ na nieskonczenie wiele sposobow przedstawi¢ jako suma trzech szesScianow liczb
wymiernych dodatnich. Natomiast fatwo jest dowie$¢, ze kazda liczba wymierna w daje si¢
przedstawi¢ w postaci w = x* + y* + 7’ - 3xyz, gdzie X, y, z s liczbami wymiernymi. Wynika to
natychmiast z tozsamosci

w=w + (W+1/3)* + (w-1/3)*-3w(w?-1/9)

ktorej sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi. Powro¢my jeszcze do rozktadéw liczb wymiernych
na sume dwoch kwadratow. Rozktady liczby 1 na sume dwoch kwadratéw liczb wymiernych, 1 = u?
+ v?, mozna przedstawi¢ geometrycznie jako punkty kota x* + y* = 1 o wymiernych wspotrzednych
u, v, ktére krocej nazywamy wymiernymi punktami uwazanego kota. Udowodnimy, ze te wymierne
punkty sg tak na naszym kole roztozone, ze na dowolnym jego tuku jest ich nieskonczenie wiele.



Wobec symetrii kota, jak tez symetrii punktow wymiernych ptaszczyzny (wzgledem osi
wspolrzednych) wystarczy to udowodni¢ dla jednej ¢wiartki kota, na przyktad tej, ktora zawiera
punkty o obu wspdtrzednych nie ujemnych. Niech p i q beda dwoma punktami naszego kota,
nalezagcymi do rozpatrywanej ¢wiartki 1 niech a i b bedg odcigte tych punktow: beda to wiec liczby
rzeczywiste, takie iz 0 <a <110 <b < 1, przy czym mozemy zatozy¢, ze a < b. Dla dowodu
naszego twierdzenia wystarczy dowies¢, ze na obwodzie naszego kota istnieje punkt wymierny

o odcietej x, gdzie a< x <b.

Wobec 0 <a< b< 1 mamy
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Stad a < 1-w*/1+w?*<b

Potozmy x = 1-w*/1+w?, y = 2w/1+w? liczby x i y bedg wymierne,

a < x <b i, jak tatwo sprawdzi¢, bedzie x*> + y* = 1, a wiec punkt o odcictej x i rzednej y bedzie
punktem wymiernym, lezagcym na naszym kole, przy czym a <x <b, c.b.d.o.

Jezeli P jest wymiernym punktem naszego kota o dodatnich wspotrzgdnych, Q - rzutem punktu P na
o$ odcietych, zas O - srodkiem kota, to odcinki OP, OQ i PQ maja odpowiednio dlugosci 1, x iy, a
wiec OPQ jest trojkatem prostokatnym o wymiernych bokach. Stad, ze punkty wymierne lezg na
naszym kole wszedzie gesto, wynika z tatwos$cia, ze dla dowolnego kata ostrego a istnieje trojkat
prostokatny o wymiernych bokach (a wigc tez, przy odpowiednim powigkszeniu, trojkat
prostokatny o naturalnych bokach) majacy kat ostry dowolnie bliski kata o

Z dowiedzionej wlasnosci punktow wymiernych kota x* + y* = 1, ze lezg na nim wszedzie gesto,
tatwo wyprowadzi¢, ze punkty wymierne powierzchni kuli x* + y* + z* = 1 lezg na niej wszedzie
gesto. Wystarczy tu dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, gdzie0 <a<b <1, 0
<c <d <1 istnieje na powierzchni naszej kuli punkt wymierny (X, y, z) taki, iza <x<b,c<y<d.
Wobec 0 <a<b <1, jak dowiedlismy wyzej, istniejg liczby wymierne u 1 v takie, iz

a<u<b oraz u*+v’> =1, za$ wobec 0 < ¢ <d < 1 istnieja liczby wymierne u, i v takie iz

c/v<u, <d/voraz u’+v,>=1.Niech x =u, y =uv, z=v,v : bedg to liczby wymierne i bedzie a <
x <b, ¢ <y<doraz x* + y*+ z* = u* +u,/*v*+v,>v’=u*+v’=I1 c.b.d.o

CZESC DZIESIATA

KONGRUENCJE

Przystawanie liczb wedlug danego modutu. Jezeli m jest dang liczba naturalna, to o liczbach
catkowitych a i b mowimy, ze przystaja do siebie wedlug modutu m, jezeli ich roznica jest
podzielna przez m, a wiec jezeli istnieje liczba catkowita k taka, iz a - b = km. Dla wyrazenia, ze
liczba a przystaje do liczby b wedlug modutu m K. F. Gauss wprowadzil znakowanie

(1) a = b(mod m)

co czytamy: a przystaje do b modulo m. Wzér (1) nazywamy kongruencja.

Jasna jest rzecza, ze dla liczb catkowitych a i b wzor (1) zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy liczby a
1 b przy dzieleniu przez m daja jednakowe reszty. Jasne jest tez, ze wzor (1) pociaga za sobg wzor

b =a (mod m)

i na odwrot. Stosunek = jest wigc symetryczny. Mamy tez dla kazdej liczby caltkowitej a i kazdej



liczby naturalnej m
a=a (mod m):
kazda liczba catkowita przystaje wiec sama do siebie wedlug kazdego modutu naturalnego.Jezeli a,
b i ¢ sg liczbami catkowitymi, przy czym a = b (mod m) oraz b = ¢ (mod m),
to

a =c (mod m)
(gdyzz, jezeli a i b daja przy dzieleniu przez m jednakowe reszty, a takze b i ¢ daja przy dzieleniu
przez m jednakowe reszty, to a i ¢ dajg przy dzieleniu przez m jednakowe reszty). Stosunek = jest
wiec przechodni. Wyprowadzone trzy wilasnos$ci stosunku = wykazuja, ze ma on wiele
podobienstwa ze stosunkiem réwnosci = (co tez usprawiedliwia uzywanie tu symbolu =
przypominajacego znak réwno$ci). Sg tez 1 inne podobienstwa miedzy kongruencjami a
rowno$ciami. Podobnie jak réwnosci, kongruencje (o tym samym module) mozna stronami
dodawa¢, odejmowac i mnozy¢. W samej rzeczy, jezeli

a=b (mod m) oraz ¢ =d (mod m),
to liczby a - b oraz ¢ - d sg podzielne przez m, skad wobec wzorow

(axc)-(b+d)=(a-b)=(c-d),
ac-bd=(a-b)c+b(c—-d)

wynika, iz lewe ich strony sg podzielne przez m, czyli
a+c=b+d(modm)oraz ac = bd (mod m).

Twierdzenie o dodawaniu 1 mnozeniu dwu kongruencji uogdlnijmy natychmiast na dowolng
skonczong liczbe kongruencji. Z twierdzenia o dodawaniu kongruencji wynika natychmiast, ze
(podobnie jak dla réwnan) mozna przenosi¢ wyrazy z jednej strony kongruencji na druga,
zmieniajgc ich znaki (jest to bowiem rownowazne odejmowaniu przeniesionego wyrazu od obu
stron kongruencji). Z twierdzenia o mnozeniu kongruencji wynika w szczegdlnosci, ze obie strony
kongruencji mozna mnozy¢ przez jedng i tg samg liczbe catkowita oraz ze obie strony kongruencji
mozna podnosi¢ do jednej 1 tej samej potegi o naturalnym wykladniku. Wiec na przyktad z
oczywistej kongruencji 6 = -1 (mod 7) wyniku kongruencja 6'=(-1)'" (mod 7), czyli 6'” =1 (mod
7). A oto inny przyktad. Mamy oczywiscie 2° = 2 (mod 10) skad, podnoszac obie strony kongruencji
do potegi piatej, znajdujemy 2*° = 2° (mod 10), skad wobec przechodnios$ci stosunku = mamy 2% =
2 (mod 10), i podnoszac obie strony do czwartej potegi : 2'° = 2* (mod 10), a poniewaz 2* =6 (mod
10), wige 2'" = 6 (mod 10). Tak wiec liczba 2'® przy dzieleniu przez 10 daje reszte 6. Zauwazymy
atoli, ze kongruencji o tym samym module nic mozemy na ogét dzieli¢ stronami, ani tez potegowac
stronami, Na przyktad z kongruencji 48=18 (mod 10) i 12=2 (mod 10) nic wynika kongruencja 4=9
(mod 10), a z kongruencji 7=2 (mod 5) i 1 = 6 (mod 5) nie wynika kongruencja 7' = 2° (mod 5).
Udowodniono, ze jedynymi modulami m, dla ktérych przy wszelkich calkowitych a i b oraz
naturalnych ¢ i d wzory a = b(mod m) i ¢ = d (mod m) pociagaja za soba wzor a°= b (mod m), sag m
=1, 2, 6,42 1 1806. Poniewaz dzielnik dzielnika danej liczby jest dzielnikiem tejze liczby, wigc
kongruencja, zachodzaca wedlug danego modutu, zachodzi tez wedlug kazdego dzielnika tegoz
modutu. Niektére udowodnione przedtem twierdzenia daja si¢ latwo wyrazi¢ przy pomocy
kongruencji. Na przyktad male twierdzenie Fermata mozna tak wyrazi¢: Dla kazdej liczby
pierwszej p oraz kazdej liczby catkowitej a zachodzi kongruencja

a’ =a (mod p).

Whiosek za§ z tego twierdzenia mozna tak wyrazi¢: Jezeli p jest liczba pierwsza, za$ a liczba
catkowitg niepodzielng przez p, to



a" =1 (mod p).

Twierdzenie za§ Wilsona 1 jego odwrocenie mozna tak wyrazi¢: Na to, zeby liczba naturalna p > 1
byta pierwsza, potrzeba i wystarcza, zeby byto

(p-D!'=-1(mod p).
Rozwigzywanie kongruencji. Wezmy teraz pod uwagg kongruencje
f(x) = 0 (mod m),

gdzie m jest dang liczba naturalng, za$ f(x) wielomianem catkowitym wzgledem x stopnia
naturalnego n o catkowitych wspotczynnikach:

f(x) = Ax" + Aix™ + Ax™ + L+ Anix HA,,

gdzie Ao, A, ..., A, sa to liczby catkowite. Pierwiastkiem naszej kongruencji nazywamy kazda
liczbe catkowitg x, dla ktorej jest ona prawdziwa. Nasuwa si¢ pytanie, jak mozna znalez¢ wszystkie
pierwiastki danej kongruencji albo stwierdzi¢, Zze ich nie ma. Przypu$sémy, Zze a 1 b sg to
jakiekolwiek liczby przystajace do siebie wedlug modutu m,

a=Db (mod m).
W mysl twierdzen o mnozeniu i potggowaniu kongruencji otrzymujemy stad cigg kongruenc;ji:

Aoa“ = Aobn (mod m)
Aa™' = Ab™" (mod m)

An_la = An.1b (Il'lOd m)
A, =A, (mod m).
Dodajac te kongruencje stronami, otrzymujemy

A"+ Aja™'+ ...+ Aa+ A = Ab"+ Ab™'+ ...+ A b+ A, (mod m)

Dowiedlismy wigc, ze jezeli f(x) jest wielomianem catkowitym wzgledem x o wspotczynnikach
catkowitych, to dla kazdej liczby naturalnej m 1 liczb catkowitych a i b kongruencja

a=Db (mod m)

pociagga za sobg kongruencj¢ f(a) = f(b) (mod m). Z twierdzenia tego wynika natychmiast, ze jezeli
liczba a jest pierwiastkiem kongruencji f(x) = 0 (mod to), gdzie f(x) jest wielomianem wzglgdem x
o wspotczynnikach catkowitych, to kazda liczba przystajaca do a wedlug modutu m rowniez jest
pierwiastkiem tej kongruencji. Calg taka klas¢ liczb do siebie przystajacych wedlug modutu m 1
spetiajacych dang kongruencje bedziemy uwazali za jeden jej pierwiastek.
Kazda liczba catkowita przystaje wedtug modutu m do jednej i tylko jednej z liczb ciagu

(1) 0,1,2,..,m-1
(gdyz przystaje do swej reszty z dzielenia przez m). Dla wyznaczenia wszystkich pierwiastkow
kongruencji f(x) = 0 (mod m) wystarczy wiec wyznaczy¢ wszystkie liczby ciggu (i), ktore ja
spetniaja. Jezeli liczbami tymi sg 1,12, ., 15, to wszystkimi pierwiastkami naszej kongruencji beda
liczby r; + mt, gdzie1= 1, 2,..., s, za$ t jest dowolng liczbg catkowita.



Jezeli zadna z liczb (i) nie spetnia naszej kongruencji, to nie spetnia jej zadna liczba catkowita i
mamy wtedy kongruencje niemozliwg. Jezeli za§ co najmniej jedna z liczb ciggu (i) speinia naszg
kongruencje, to jest ona wtedy spelniona przez nieskonczenie wiele liczb catkowitych. Ale jako
liczbe pierwiastkdw naszej kongruencji umawiamy si¢ nazywac liczbe liczb ciaggu (i) spetniajacych
te kongruencj¢. Sprawdzenie, ktore z liczb ciagu (i) speiniaja nasza kongruencje, jest teoretycznie
rzecza tatwa. Mozemy wigc powiedzie€, ze teoretycznie potrafimy znalez¢ wszystkie pierwiastki
kazdej danej kongruencji (ktorej lewa strona jest wielomianem jednej zmiennej o wspotczynnikach
catkowitych).

Przyktady. 1. Rozwigzemy kongruencje

x>+ x =0 (mod 2).

Wobec m = 2, ciag (i) sklada si¢ tu tylko z dwoch liczb 01 1 , z ktorych kazda, jak tatwo sprawdzié,
spetnia nasza kongruencje. Powiemy wigc, ze kongruencja nasza ma dwa pierwiastki. Jest ona
oczywiScie spetniona przez kazda liczba catkowita x, czyli jest spelniona tozsamo$ciowo.
Natomiast kongruencja

x>+ x+1=0 (mod 2)

nie jest spetniona przez zadng liczbe catkowitg 1 przeto jest kongruencja niemozliwa.
2. Z matego twierdzenia Fermata wynika, Ze jezeli p jest. liczba pierwsza, to kongruencja

xP'=1 (mod p)

ma p-1 pierwiastkow, ktorymi sg liczby 1,2, ...,p - 1 oraz wszystkie liczby catkowite przystajace do
ktorejkolwiek z nich wedlug modutu p (innymi stowy wszystkie liczby catkowite niepodzielne
przez p). Zadna z liczb podzielnych przez p nie spetnia naszej kongruencji.

3.Rozwigzemy kongruencje

x*=1 (mod 8).

Wobec m = 8 ciag (i) sktada si¢ tu z liczb 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 1, jak tatwo sprawdzi¢, z nich tylko
liczby 1,3,5, 1 7 spetniaja nasza kongruencj¢. Ma ona wigc cztery pierwiastki; zatem, w danym
razie ma wiecej pierwiastkOw niz wynosi jej stopien, aczkolwiek nie jest spelniong tozsamosciowo.
Jest tu wigc inaczej niz dlu réwnan.

4. Rozwigzmy kongruencje

x"-3x +2=0 (mod 5).

Wobec m = 5 ciag (i) sktada si¢ tu z liczb 0, 1, 2, 3 1 4. Liczba 0 oczywiscie nie speinia naszej
kongruencji, za$ liczba 1 ja spelnia. Latwo tez sprawdzié, Ze liczba 2 nie spetnia naszej kongruenc;ji.
W mysl malego twierdzenia Fermata mamy 3*= 1 (mod 5), a poniewaz 3° = 27 = 2 (mod 5), wiec 3’
-2 (mod 5), skad z tatwoscig sprawdzamy, ze liczba 3 spelnia naszg kongruencje .Wobec 4 = - 1
(mod 5) znajdujemy dalej 4" = - 1 (mod 5) i z latwoscig sprawdzamy, ze liczba 4 nie jest
pierwiastkiem naszej kongruencji. Kongruencja nasza ma wigc dwa pierwiastki: 1 1 3. Wszystkimi
liczbami catkowitymi speiniajacymi nasza kongruencje sg wiec liczby 1 + 5t oraz 3 + 5t, gdzie t jest
dowolng liczbg catkowita. Jezeli p jest liczba pierwsza i 1y, 12, . . ., Tk s3 dowolnymi réznymi
liczbami ciggu 0, 1, 2, ..., p - 1, to tatwo mozna da¢ przyktad kongruencji, ktorej pierwiastkami
(sposrod liczb ciggu 0, 1, 2, ..., p - 1) beda liczby ry, 13, ..., 1 1 tylko te liczby. Taka bedzie na
przyktad kongruencja

(x-11) (X-12)... (x-1) =0 (mod p).



Ale jezeli m jest liczbg naturalng i 1y, 1, .. ., 1x jest ciggiem roznych liczb sposréd 0, 1, 2, . .., m-1, to
nie zawsze istnieje kongruencja, ktorej pierwiastkami (sposrdd liczb tego ciggu) sg liczby 1y, 1o, . ..,
1« 1 tylko te liczby. Mozna na przyktad dowies¢, ze nie ma wielomianu f(x) o wspotczynnikach
catkowitych, takiego, zeby kongruencja f(x) = 0 (mod 6) miata pierwiastki 2 i 3, lecz nie miata
pierwiastka 0. Dla modutéw pierwszych p zachodzi twierdzenie Lagrange'a ze jezeli f(x) jest
wielomianem catkowitym n-go stopnia wzgledem x o wspodtczynnikach catkowitych 1 jezeli
wspotczynnik przy x" nie jest podzielny przez p, to kongruencja f(x) = 0 (mod p) ma co najwyzej n
pierwiastkow. Jak wynika z podanego wyzej przyktadu 3, twierdzenie to moze by¢ fatszywe dla
moduléw zlozonych. To, cosmy dotad mowili o pierwiastkach kongruencji, dotyczy kongruencji,
ktérych lewa strona jest wielomianem o wspotczynnikach catkowitych. Inaczej ma si¢ rzecz z
kongruencjami, w ktérych niewiadoma wchodzi do wyktadnika. Jak na przyktad znalez¢ wszystkie
liczby catkowite x, spetniajace kongruencje

2*=1 (mod 7)?

Oczywiscie w gre wchodza tu tylko liczby catkowite x > 0. W mys$l matego twierdzenia Fermata
mamy 2° =1 (mod 7), skad wynika, ze 2** =1 (mod 7) dla k = 0, 1, 2, ... Zatem wszystkie liczby
catkowite nieujemne podzielne przez 6 spetniajg nasza kongruencje. Pozostaja wigc do zbadania
inne liczby calkowite > 0, a wiec liczby 6k + 1, gdziek =0,1,2, ..., zaSr=1, 2, 3, 4 lub 5. Wobec 2
=] (mod 7) dlak =0, 1, 2, mamy 2% =2" (mod 7) dlar =1, 2, 3, 4, 5, a poniewaz wedlug modutu
7 mamy 2' =2,22=4,23=1,2*=2, 2° =4, wigc z latwo$cig wnosimy, ze wszystkie rozwigzania
naszej kongruencji w liczbach catkowitych nieujemnych x zawarte sg we wzorach ,x = 6k lub x =
6k + 3, gdzie k =0, 1, 2, ... Wszystkimi pierwiastkami naszej kongruencji sg wiec liczby catkowite
nieujemne i podzielne przez 3. Latwo byloby tez dowies¢, ze kongruencja 2* = 3 (mod 7) nie ma
zadnego rozwigzania w liczbach catkowitych x. Zajmiemy si¢ jeszcze rozwigzaniem kongruencji

x* =2 (mod 5).

Niech f(x) = x* 1 niech a 1 b bgda liczbami naturalnymi, przy czym a = b(mod 20), na przyklad b =a
+ 20k, gdzie k jest liczbg catkowitg > 0. Jezeli a jest podzielne przez 5, to bedzie oczywiscie a* = b°
(mod 5) (gdyz obie strony beda wowczas podzielne przez 5). Jezeli za$ a nie jest podzielne przez 5,
to w my$l malego twierdzenia Fermata bedzie a* = 1 (mod 5), skad a* = 1 (mod m) oraz b° = (a +
20k)a™% = a*% = g * 2?% = a* (mod 5), zatem a* = b® (mod 5). DowiedliSmy wigc, ze jezelia =b
(mod 20), to f(a) = f(b) (mod 5). Jezeli wiec wszystkimi liczbami sposrod liczb ciggu 1,2,3, ..., 20,
spetniajagcymi nasza kongruencje beda liczby 1y, 1, . . . , 1y, to wszystkimi liczbami naturalnymi
spetniajacymi nasza kongruencje beda liczby r; + 20t,gdziei=1, 2, ..., k,za§ t =0, 1, 2, . .. Nalezy
wiec dokonac¢ 20 prob podstawiajac do naszej kongruencji za x liczby 1,2,..., 20. DoszlibySmy w ten
sposob do wniosku, ze wszystkimi liczbami naturalnymi spetniajagcymi kongruencje x* = 2 (mod 5)
sg liczby 3 + 20t oraz 17 + 20t, gdziet =0, 1, 2,

Niekiedy tatwo jest dowies¢, ze dane réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych,
dowodzac, ze kongruencja przy odpowiednim module nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.
Na przyktad dowodd, ze przy naturalnym n réwnanie 2x* + 1 = 7yn nie ma rozwigzan w liczbach
catkowitych x 1y, mozna tak przeprowadzi¢. Gdyby liczby catkowite x 1y spelniaty to réwnanie, to
oczywiscie liczba x bytaby pierwiastkiem kongruencji

2x* 4+ 1=0 (mod 7).
Lecz kongruencja ta nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, gdyz, jak tatwo sprawdzic,

sze$cian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 7 daje reszte 0, 1 lub 6, zatem podwojny szeScian
zwigkszony o jednos¢ - reszte 1, 3 lub 6.



CZESC JEDENASTA

FUNKCJE LICZBOWE ¢(N), 6(N) I Ex

Przez ¢(n) oznaczamy (dla naturalnych n) liczbe liczb naturalnych < n i pierwszych wzgledem n.
Funkcja liczbowa ¢(n) nazywana jest funkcja Gaussa, gdyz Gauss wprowadzit to znakowanie, a
przez wielu zachodnich matematykow funkcja Eulera, gdyz Euler wczesniej ja badat. Z definicji
funkcji ¢ wynika natychmiast, ze jezeli p jest liczbg pierwsza, to o(p) = p - 1 (gdyz wszystkimi
liczbami naturalnymi < p i pierwszymi wzgledem liczby pierwszej p sg liczby 1, 2, ..., p-1, ktérych
jest p - 1). Natomiast, jezeli n jest liczbg ztozong, n = ab, gdzie a 1 b sg liczbami naturalnymi > 1
oraz < n, to wsrdd liczb 1,2,...,n znajda si¢ co najmniej dwie rézne liczby, ktore nie sg pierwsze
wzgledem n, mianowicie liczby a i n = ab > a. Wynika stad, ze dla n ztozonych mamy ¢(n) < n-2.
Poniewaz wreszcie mamy oczywiscie ¢(n) = 1, wigc widzimy, ze réwnos¢ ¢(n) = n-1 zachodzi
wtedy 1 tylko gdy n jest liczbg pierwszg. Latwo jest obliczy¢ warto$¢ ¢(n), gdy n jest potega liczby
pierwszej n = p, gdzie p jest liczbg pierwsza, za$ k liczbg naturalng. Wérod liczb 1, 2, 3, ..., p* nie
beda pierwszymi wzgledem p* te i tylko te liczby, ktore sa podzielne przez p, a wigc liczby postaci
pt, gdzie t jest liczbg naturalng taka, iz pt < p* skad t < p*' .Takich liczb naturalnych t jest
oczywiscie p*' W ciagu 1, 2, .. ., p* mamy wigc p*' liczb, ktore sa pierwsze wzgledem p*. Stad
wniosek, ze w ciggu naszym mamy p* - p*' liczb pierwszych wzgledem p* i przeto, ze ¢(p*) = p*
'(p-1)

Mozna dowies¢, ze jezeli a i b sg liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to ¢(ab) = o(a)p(b) i
stad z tatwoscig wyprowadzi¢ wniosek, ze jezeli liczba naturalna n daje rozklad na czynniki
pierwsze n = p,a'?,* ... p%, to @(n) = pia'(pi-1) p2o®(p2-1) ... p*(ps - 1), co mozemy tez napisaé w
postaci

P(m)=n| 1-— ;1—iJ...;1—iJ
LY .IUI)“\-. .!‘}2 I\. .IU..':

Oto wartosci funkcji ¢(n) dla n < 10:

o(M=102)=1,03)=2,94)=2,9(5) =4, 0(6) =2, ¢(7) = 6, 9(8) =4, 9(9) = 6, ¢(10) = 4.
Mamy ¢@(n) = 1 tylko dlan =11 dla n = 2, za§ dla n > 2 liczba ¢(n) jest zawsze parzysta. Mozna
dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb parzystych m, dla ktérych réwnanie @(x) = m nie ma
rozwigzan w liczbach naturalnych x. Takimi, jak dowiddt A. Schinzel, sg na przyktad liczcby m =2
7%, gdziek — 1,2, 3, ...

R. D. Carmichael wypowiedziat przypuszczenie, ze nie ma liczby naturalnej m, dla ktérej rownanie
¢(x) = m miatoby jedno 1 tylko jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x. Przypuszczenie to
zostato sprawdzone dla liczb m < 10*°, Przypuszczam, ze dla kazdej liczby naturalnej s > 1 istnieje
nieskonczenie wiele liczb naturalnych m, dla ktérych rownanie ¢(x) = m ma doktadnie s rozwigzan.
A. Schinzel za$ dowiddl w sposéb catkiem elementarny (w komunikacie, przedstawionym na
zjezdzie matematykow czechostowackich w Pradze w 1955 r.), ze dla kazdej liczby naturalnej ,
istnieje liczba naturalna m, dla ktorej roéwnanie ¢(x) = m ma wigcej niz s rozwigzan. Mozna
dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej k rownanie ¢(x + k) = ¢(x) ma co najmniej jedno
rozwigzanie (w liczbach naturalnych x), za§ A. Schinzel dowiddl, ze dla kazdej liczby naturalnej s
istnieje liczba naturalna k, dla ktorej rownanie ¢(x + k) = ¢(x) ma wigcej niz s rozwigzan.

Stynne jest twierdzenie Eulera, ze dla kazdej liczby naturalnej m oraz kazdej liczby catkowitej a
pierwszej wzgledem m liczba a® ™ - 1 jest podzielna przez m. Dla liczb m pierwszych daje to mate
twierdzenie Fermata. Wspolczesny nam matematyk wegierski L. Rédei dowiodt, iz dla kazdej
liczby naturalnej m > 1 oraz kazdej liczby calkowitej a liczba a™-a™*™ jest podzielna przez m. Stad
z latwoscig wynika twierdzenie Eulera.

Fatwo dowiesé, ze @(n) > Vn / 4 dla n = 1, 2, ..., skad wynika, ze funkcja ¢(n) wzrasta
nieograniczenie, gdy n nieograniczenie wzrasta. Funkcja ¢(n) nie wzrasta jednak stale, a nawet



istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, iz ¢(n + 1) < ¢(n): takimi sg na przyktad
wszystkie liczby pierwsze n > 3. Nie wiemy, czy istniejg liczby ztozone n, dla ktérych n-1 jest
podzielne przez ¢(n). Jak dowiddt A. Schinzel, na to, zeby liczba naturalna n byta podzielna przez
¢(n) potrzeba i wystarcza, zeby bylo n =2 gdzie 0.=0, 1, 2, ... lub n = 23" gdzie a i B sg liczbami
naturalnymi. Nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych ktore nie sg postaci k
-9(k), gdzie k jest liczbg naturalng. Znamy duzo liczb naturalnych n, dla ktorych ¢(n) = ¢(n)(n + 1),
un przyktad n = 1, 3, 15, 104, 164, 194, 255, 495, 584, 975, 2204, ale nie wiemy, czy jest ich
nieskonczenie wiele. Mamy tez @(n) = ¢(n + 1) ¢(n + 2) dla n = 5186. Jezeli d jest dzielnikiem
naturalnym liczby naturalnej n,z definicji funkcji ¢(n) wynika z latwoscia, ze w ciagu 1, 2, ..., n
jest  o(n/d) liczb majacych z liczbg n najwigkszy wspoOlny dzielnik d. Stad mozna tatwo
wyprowadzi¢ nastepujaca wiasno$¢ funkcji ¢@: suma wszystkich liczb ¢(d) , rozciagnigta na
wszystkie dzielniki naturalne d liczby n, jest dla kazdej liczby naturalnej n réwna n. Wiec na
przyktad liczba 6 ma dzielniki naturalne 1, 2, 3, 6 a wigc ¢(1) + ¢(2)) + ¢(3) +o(6)=1+1+2+2
= 6. Suma dzielnikéw liczby naturalnej. Sume¢ wszystkich dzielnikéw liczby naturalne; n
oznaczamy przez o(n). Latwo obliczy¢, ze
o(l)=1,02)=3,6(3)=4,06(4)=7,0(5)=6,05(6)=12,0(7) =8, 6(8) =15, 5(9) = 10, 5(10) = 18.
Liczba pierwsza p ma tylko dwa dzielniki naturalne 1 i p, stad o(p) = p + 1 dla wszelkich liczb
pierwszych p. Na odwrot, jezeli dla liczby naturalnej n mamy o(n) =n + 1, to n jest liczbg pierwsza.
Jest bowiem wowczas n # 1 (gdyz o(l) =1 <1+ 1), a gdyby liczba n byla ztozona, n = ab, gdzie a i
b sg liczbami naturalnymi > 1 1 mniejszymi od n, to liczba n miataby co najmniej trzy rdzne
dzielniki: 1, a oraz n, skad o(n) > 1 + a + n > n + 1. Réownanie o(x) = x + | spelniaja wiec
wszystkie liczby pierwsze, i tylko takie liczby. Jezeli n jest potegg liczby pierwszej, n = p*, gdzie p
jest liczba pierwsza, za$ k liczba naturalna, to jak tatwo sprawdzi¢, liczba n ma tylko dzielniki 1, p,
p% ..., p*, ktorych suma jest

l+p+pH.+p= p'—1/p-1.

Jest wiec o(p*) = p**'-1/p-1

W szczegdlnosci 6(2¥) =2 - 1 dlak =1, 2,.....

Latwo dowiesC, ze jezeli a 1 b sg to liczby wzglednie pierwsze, d przebiega wszystkie dzielniki
naturalne liczby a, za§ 6 wszystkie dzielniki naturalne liczby b, to iloczyn do przebiega wszystkie
dzielniki naturalne liczby ab. Stad tatwo wynika, ze jezeli liczby a 1 b sg wzglednie pierwsze, to
o(ab) = o(a)o(b). Wiasnos¢ te uogdlniamy przez indukcje na iloczyn dowolnej skonczonej liczby
liczb naturalnych, z ktorych kazde dwie sag wzglednie pierwsze. Jezeli wiec qi, qa, .. ., s $3 16zZnymi
liczbami pierwszymi, za$ o, 0y, ..., 05 liczbami naturalnymi, to

o(qi"'q"...qs™) = o(q™) 6(q2")... 6(qs™)
co wobec znalezionego wyzej wzoru o(p*) = p*!-1/p-1 , daje
G(q1a1q2“2...qs“s) — q1a1+1 _1 /q1 _ 1 * q2a2+1 _1 /qz_ 1 qsu.s+1 _1 /qs _ 1

Wzor ten pozwala oblicza¢ sumg¢ dzielnikow liczby naturalnej, ktorej rozwinigcie na czynniki
pierwsze jest znane. Wigc na przyklad

6(100) = (22 + 5%) = (2° - 1)+ 53 -1/5-1 =7 « 31 = 217.

Istniejg liczby naturalne n, dla ktérych o(n) = o(n + 1), na przyklad n = 14, ale nie wiemy, czy
takich liczb jest nieskonczenie wiele. Latwo natomiast jest dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb naturalnych n takich, iz o(n) > o(n + 1) (na przyktad wszystkie liczby n = p - 1, gdzie p jest
liczba pierwsza > 3, jak tez, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, iz o(n) < o(n
+ 1) (na przyktad wszystkie liczby n pierwsze). Mozna tez dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele



liczb naturalnych m, dla ktérych réwnanie 6(x) = m nie ma rozwigzan.

Liczby doskonate. Liczbe naturalng n, ktora jest suma wszystkich swych mniejszych od niej same;j
dzielnikéw naturalnych, nazywamy liczba doskonala. Poniewaz o(n) - n jest sumg wszystkich
mniejszych od n dzielnikéw naturalnych liczby n, wigc liczby doskonate sg to liczby naturalnych,
ktore spetniajg rownanie

o(n)=2n.

Latwo sprawdzi¢, ze zadna z liczb naturalnych < 6 nie jest doskonata. Najmniejsza liczba doskonata
jest liczba 6. Dzielnikami naturalnymi liczby 6, mniejszymi od 6 s3 1,213, przy czym 6 =1+ 2 +
3. Latwo bytoby stwierdzi¢, ze nastepng liczba doskonalg jest 28 =1+2+4 + 7 + 14.

Cztery najmniejsze liczby doskonate znane byty juz w starozytnosci a Euklides podat nastgpujacy
sposob otrzymywania i liczb doskonatych parzystych:

"Obliczamy kolejne sumy sktadnikow szeregu : 1 +2 +4 + 8 +16+ 32 + ...

Jezeli suma taka okaze si¢ liczba pierwsza, to pomndzmy ja porzez ostatni sktadnik. Otrzymamy
liczbe doskonaly".

Kolejnymi sktadnikami wypisanego szeregu geometrycznegosa 1, 1 +2=3,1+2+4=7,1+2+
4+8=151+2++4+8+16=31,...Pierwszymi sg tu 3, 7, 31. Mnozac je odpowiednio przez
ostatni sktadnik, otrzymujemy liczby doskonale 3 « 2 =6, 7 « 4 = 28, 31 * 16 = 496. Nastgpng
otrzymang w ten sposob liczba doskonalg bylaby liczba 64 « 127 = 8128. Udowodnimy, ze metoda
Euklidesa daje wszystkie liczby doskonate parzyste. Przede wszystkim okazemy, ze kazda z liczb
otrzymanych metodg Euklidesa jest liczbg doskonalg parzysta.

Sumy naszego szeregu geometrycznego majg postac

1+2+22+ .. +2¢=2k_1dlak=1,2,..

Jezeli metoda Euklidesa istotnie daje tylko liczby doskonate, to znaczy, ze jezeli dla pewnej liczby
naturalnej n liczba 2* - 1 jest pierwsza, to liczba n = 2¥'(2* - 1) musi by¢ doskonaly. Przypusémy
wiec, ze 25 1 = p jest liczbg pierwszg. Oczywiscie musi by¢ wtedy k > 1, i p jest liczbg pierwsza
nieparzystg. Liczby 2*-1 oraz p sg wiec wzglednie pierwsze i, jak wiemy, mamy

6(2“'p)=0(2* No(P)=(2*- ) (p+1)=(2"- 1)+ 2" =2"

Liczba n jest wiec doskonala 1 oczywiscie parzystg. Okazemy teraz, ze kazda liczba doskonala
parzysta moze by¢ otrzymana metoda Euklidesa. W tym celu potrzeba 1 wystarczy okaza¢, ze jezeli
n jest liczbg doskonalg parzysta, to istnieje liczba naturalna k taka, iz n = 2! (2* « 1) oraz, iz 2* - 1
jest liczbg pierwszg. Przypu$émy wiec, ze n jest liczbg doskonalg parzysta i niech 2! oznacza
najwyzszg potege liczby 2, dzielaca n, Bedzie tu wiec k liczbg naturalng > 1 i bedzie n = 2%'1, gdzie
1 jest liczbg nieparzysta, a wiec pierwsza wzgledem 25!, Stad, jak wiemy, o(n) = o(2'l) = o(2*")
o(l) = (2k - 1) o(1). Lecz skoro n jest liczbg doskonatg, to o(n) = 2n = 25l. Mamy wiec (2* - 1) o(l) =
2. Poniewaz 2* - 1 jest liczba nieparzysta, wiec stad wynika, ze liczba o(l) musi by¢ podzielna
przez 2%, o(l) = 2*m, gdzie m jest liczbg naturalng, co daje (2*- 1) m = 1, zatem m + 1 = 2*m = o(1).
Lecz m jest dzielnikiem liczby 1, przy czym roznym od 1, gdyz w razie m = | byloby 2*- 1 = 1,
zatem k = 1, gdyz tymczasem k > 1. Z rownosci o(l) =1 + m wynika wiec, ze | 1 m sg wszystkimi
réznymi dzielnikami naturalnymi liczby 1. Dowodzi to, Ze 1 jest liczbg pierwsza oraz ze m = 1. Jest
wiec 1=2%-112%-1 jest liczbg pierwsza.

Dowiedlismy wigc, Ze na to, aby liczba parzysta n byla doskonata, potrzeba i wystarcza, zeby miata
posta¢ n = 2" (2k - 1),gdzie k jest liczbg naturalng i gdzie 2* - 1 jest liczbg pierwsza.

Dowodzi to, ze postgpowanie podane przez Euklidesa daje wszystkie liczby doskonale parzyste (i
tylko takie liczby). Wynika stad tez, ze tyle bedziemy znali liczb doskonalych parzystych, ile
bedziemy znali liczb pierwszych postaci 2* - 1, gdzie k jest liczbg naturalng. Liczby tej postaci
nosza nazwe liczb Mesenne'a.. Liczb pierwszych Mersenne'a znamy dotad 17: tylez wigc znamy



dotad liczb doskonatych, przy czym pie¢ najwigkszych z nich znaleziono dopiero w ostatnich
latach. Najwigkszg znang liczbg doskonatg jest liczba 222*° ( 2%*' - 1) majaca 1373 cyfry. Nie wiemy,
czy liczb doskonatych parzystych jest nieskonczenie wiele i nie znamy zadnej liczby doskonate;j
nieparzystej. Udowodniono, ze nie ma liczb doskonatych nieparzystych mniejszych od 2 ¢ 10",
Szukano tez dla réznych danych liczb naturalnych k > 2 liczb naturalnych n, spetniajacych
rownanie o(n) = kn. Liczbami spetniajgcymi rownanie o(n) = 3n sg na przyktad liczby 120 =2° ¢ 3«
5,672 =2°3¢7,523776 =2° « 3 + 11 * 31. Liczbami spelniajgcymi rownanie o(n) = 4n sg na
przyktad liczby 30240 = 2° « 3% ¢ 5« 7,32760 = 2° ¢ 3% « 5 ¢ 7 « 13. Liczbg spelniajgcg réwnanie o(n)
= 5n jest na przyklad 14182439040 =27 * 34 * 5% 7 * 112« 7 « 19.

Nie wiemy, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, dla ktérych liczba o(n) jest
podzielna przez n. Latwo dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych takich, iz o(n)
= 2n - 1: takimi sg na przyktad wszystkie liczby n= 2, gdzie k =0, 1, 2, ... Nie wiadomo natomiast,
czy istnieja liczby naturalne n, spetniajace rownanie o(n) = 2n + 1, czyli tzw. liczby quasidoskonate,
bedace sumami wszystkich swych nietrywialnych (tj. r6znych od 1 i od n) dzielnikow naturalnych.
Liczby zaprzyjaZznione. Liczby naturalne m i n nazywamy zaprzyjaznionymi, jezeli 6(m) = 6(n) = m
+ n lub, co na jedno wychodzi, jezeli suma mniejszych od m dzielnikéw naturalnych liczby m jest
rowna liczbie n, za$ suma mniejszych od n dzielnikdw naturalnych liczby n jest rowna liczbie m.
Liczby doskonale mozna by uwaza¢ za liczby zaprzyjaznione same z soba. Parg réznych
najmniejszych liczb zaprzyjaznionych jest 220 i1 280, ktora jakoby znalazt jeszcze Pitagoras. Inng
takg pare tworzg liczby 1184 = 2° « 37 i 1210 = 2 « 5 * 11°. Znamy Kkilkaset takich par, ale nie
wiemy, czy jest ich nieskonczenie wiele ani tez, czy istniejg takie, gdzie jedna z liczb jest
nieparzysta, a druga parzysta. Oznaczmy f(n) = o(n) - n: bedzie to suma wszystkich dzielnikéw
liczby n mniejszych od n. Istnieje przypuszczenie Catalana, Ze dla naturalnych n ciag

n, f(n), ff(n), fff(n), ...

jest albo okresowy, albo urywa si¢ na liczbie 1.

Jezeli p jest liczbg pierwsza, to oczywiscie f(p) = 1. Dla n= 12 ciggiem naszym jest 12, 16, 15,9, 4,
3, 1.

Dla n = 6 ciagg nasz jest okresowy: 6, 6, 6, . . .

Dla n = 220 ciag tez jest okresowy: 220, 280, 220, 280, ...

Wyrazono przypuszczenie, ze istniejg liczby naturalne n, dla ktérych cigg nasz urywa si¢ na liczbie
1 i sktada si¢ z dowolnej liczby wyrazow.

Funkcja E(x). Jezeli x jest liczbg rzeczywista, to przez. E(x) oznaczmy najwigksza liczbe catkowitg
< x. Wiec na przyktad E = (7/2) = 3, E(1/3) =0, E(-1/2) =- 1, E(N 2) = 1, E (- V10) = - 4, E() = 3.

Z definicji funkcji E(x) wynika natychmiast, Zze dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy
E(x)<x,leczE(x)+1>x.

zatem tez x - 1 <E(x) oraz 0 <x - Ex < 1. Jasng jest rzecza, ze x = E(x) wtedy 1 tylko wtedy, gdy x
jest liczbg catkowitg. Jasne jest tez, ze jezeli a 1 b sg to liczby rzeczywiste takie, iz a < b, to E(a) <
E(b). Stad 1 z uwagi, ze zawsze E(x) < x i1 E(y) <y, wynika, ze E(x) + E(y) < E(x +y) dla
rzeczywistych x 1 y. Mamy na przyktad

0=E(1/2) + E(1/2) <E(1/2 + 1/2) = 1 , E(3/4) + E(5/2) = E(4/3+5/2) = 3

Jezeli k jest liczba catkowita, to E(k + x) = k + E(x) dla rzeczywistych x. Mozna dowies¢, ze jezeli
n jest liczba naturalng, za$ x liczbg rzeczywista, to

E(x/n) = E(E(x)/n)

Jezeli x jest liczba rzeczywista > 1, to 1, 2, ..., E(x) sa wszystkimi liczbami naturalnymi < x .Mozna
dowiese, ze jezeli



X = Cp,C1C2C3 ...
jest rozwinigciem dziesietnym liczby dodatniej x, to

ca= E(10"%) — 10E(10"'x) dlan=1,2, ...
jest to wigc wzor na n-tg cyfre rozwinigcia dziesietnego liczby x. Wigc na przyktad tysigczng cyfra
rozwinigcia dziesigtnego liczby V2 jest E(10'°° v2) - 10E(10°® \2) . Nietatwa jednak rzecza bytoby
te cyfre obliczy¢, gdyz dla obliczenia liczby E(10'° \2) trzeba by znaé liczbe V2 z doktadnoscia

do 1/10'°, Mozna dowies¢, ze istnieje liczba rzeczywista a > 0 taka, iz dla kazdej liczby naturalne;j
n liczba

E(10* a)-10"" E(10*" a)

jest n-tg z kolei liczbg pierwsza.

CZESC DWUNASTA

ROZWIJANIE LICZB RZECZYWISTYCH NA ULAKMKI EANCUHOWE

Niech x bedzie dang liczba rzeczywista: bedzie wigc, jak wiemy, 0 < x-E(x) < 1. Jezeli X nie jest
liczba catkowita, to bedzie

X1= 1/X1-E(X1)
Z liczba x; mozemy postapi¢ jak z liczba x, tj. gdy X, nie jest liczbg naturalng, oznaczy¢
Xo= 1/X1-E(X1)

bedzie to liczba rzeczywista > 1. Z liczbg x, mozemy postapi¢ podobnie itd. Postgpujac w ten
sposob albo przy pewnym naturalnym n dojdziemy do liczby naturalnej x, 1 wowczas znajdziemy

1 1 1
x=Ex)+—,x,=E(x)+—,.ux _,=E(x_ ,)+—
'T] IZ . x?l
skad
x=FE(x)+ 1 1
E(x)+ i
E(x,)+ ]
E(x,)...+ 1
E(x, _)+—
{-1”-1} H
co, dla oszczednosci zapisujemy w postaci
¥ = E(x)+—1 0, 1

|E(x) |E(s)  [EG) s,



albo tez otrzymamy ciag nieskonczony rownosci
1 1

x=FE(x)+—,x, =E{x )+ —l
X X,

1

1
x ,=FE(x_)+ 1_

gdzie liczby x4, X», X3, ... s3 wszystkie > 1

Niech bedzie na przyktad x =355/113. Bedzie tu Ex =3, x-Ex = 16/113 , x,=113/16 ,Ex;= 7, x;-Ex,
=1/16,x,=16
zachodzi tu wigc pierwszy przypadek i mamy rozwiniecie 355/113 =3 + 1| /|7 + 1}/ |16.

Jako drugi przyktad wezmy liczbe x = 3, 14159. Bedzie tu Ex = 3, x; = 1/0,14159 = 100000 /
14159, Ex, = 7, x, = 14159/887, Ex, = 15, x; = 887 / 854, Ex; = 1 , x4 = 854/33, Ex4 = 25, X5 =
33/29, Exs = 1, x¢ = 29/4, Ex¢ = 7, x; =4 a wiec 1 tu mamy pierwszy przypadek oraz otrzymujemy
rozwinigcie

3,14159 =3+ 1|7+ 1| /|15 + 1|/ [L+1| /25 + 1)/ |1 + 1|/ [T+ 1]/ |4

Jasng jest rzecza, ze jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to liczba x jest wymierna. Latwo tez
dowies¢, ze jezeli liczba x jest wymierna, to zachodzi pierwszy przypadek. Jezeli bowiem x= 1/m,
gdzie 1 jest liczbg catkowita, m - liczbg naturalna, i jezeli x - E(x) # 0, to I/m - E(I/m) = k/m, gdzie k
jest liczba naturalng < m: zatem liczba x; = m/k ma mianownik mniejszy od mianownika liczby x =
I/m. Mianowniki liczb x;, x», ... malejg wiec stale, a wiec ciagg tych liczb nie moze by¢ nieskon
czony. Dla kazdej wigc liczby niewymiernej zachodzi drugi przy padek i na odwrot. Kazda liczba
niewymierna X wyznacza wigc pewien cigg nieskonczony liczb naturalnych E(x,), E(x,), E(x3), . ..,
ktéry otrzymujemy w wyzej podany sposob. Dla pewnych tylko liczb niewymiernych znane s3
wlasnos$ci tego ciggu. Wiemy na przyktad dla jakich liczb niewymiernych x cigg ten jest okresowy
Zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy liczba niewymierna x spelnia réwnanie drugiego stopnia o
wspotczynnikach catkowitych. W szczeg6lnosci bedzie tak dla pierwiastkow drugiego stopnia z
liczb naturalnych, o ile sg liczbami niewymiernymi. Sprawdzimy to dla kilku z nich.

Niech wiec bedzie najpierw x = V2 (co jest liczba niewymierna, spetniajaca rownanie x> -2 = 0).
Mamy tu E(\2) = 1, zatem x; = 1/N2-1 ,co po pomnozeniu licznika i mianownika przez V2+1 daje
x; =V2+1, skad E(x;) = EN2 + 1 =2 zatem

x2 =1/\2+1-2=1/\2-1 =x,

Jest wice x, = x,, skad przez indukcje wnosimy, ze x, = x; =V2+1 dlan=1, 2, ..., skad E(x,) =2 dla
n =1,2,... Ciag E(xi), E(x2), . . . jest wiec w naszym przypadku okresowy o okresie czystym
sktadajacym si¢ z jednego tylko wyrazu 2.

Dla x =V3 znalezlibyémy E (V3) = 1, skad x, = 1/V3-1 = V3+1/2, zatem E(x,) = 1 skad
X2 =1A3+1/2—1=2A3-1=~3+1, Zatem E(x,) =2

wiec x3 =1/V3-1 = x, i przez indukcje wnosimy, ze X = x1za$ xa = X, dlak = 1, 2, ... Stad E(Xax1)
=1, E(xx) = 2 dla k = 1, 2,... Ciag E(x1), E(x2), ... jest wiec okresowy o okresie czystym
dwuwyrazowym, utworzonym z liczb 1 1 2. W podobny sposob dla liczb 5, 6, 7, 8, 10
otrzymaliby$my odpowiednio okresy (4), (2,4), (1,1,1,4), (1,4), (6). Ogoélnie, dla znalezienia okresu
dla liczby Vn, gdzie n jest liczba naturalna, nie bedaca kwadratem liczby naturalnej, mozna poda¢
nastgpujace postgpowanie, wymagajace tylko wykonywania dziatah wymiernych na liczbach
wymiernych: Przyjmujac a, = (E\n), b, = a,, ¢; = n-ap, wyznaczamy kolejno liczby ai, by i ¢, dla k



=2, 3,... Ze WZOrow
- - - 2
aw.1= E(agtbis1/ci1), be= aiiCii-biar, ¢ = n-bi’/cic

Jezeli s oznacza najmniejszg liczbe naturalna, takg iz b= by 1 ¢,y = ¢i(a mozna dowiesé, ze liczbe
taka zawsze znajdziemy), to okresem dla liczby Vn bedzie (ai, as, ..., a;). Nie znamy wzoru ogélnego
na liczbe s wyrazow okresu dla liczby \n, gdy n jest dowolng liczbg naturalng, nie bedaca
kwadratem. W roku 1941 W. Patz ogtlosit (na blisko trzystu stronach) tablice tych okresow dla n <
10000. Udowodniono, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje nieskoficzenie wiele liczb
naturalnych n takich, ze okres dla liczby \n sktada si¢ z s wyrazéw. Dla n = 1000 okres ma 19
wyrazoéw; dla n = 991 ma on 60 wyrazow dla n = 9739 ma on 210 wyrazéw. Udowodniono, Ze
okres (ay, ..., as dla liczby Vn ma zawsze te wlasno$é, ze a,= 2E( Vn), za$ w razie s > 1 ciag aa,
..., A.1y jest symetryczny, tj. a; = a.i, dla i =1, 2, ..., s-1. Na przyklad okresem dla n = 46 jest
(1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12) i mamy tu s = 12, a,= 12 =2E (V46),aciag 1,3, 1,1,2,6,2,1, 1, 3, 1
jest symetryczny. Dla n = 61 mamy okres (1,4, 3,1,2,2,1,3,4,1,1,4): jesttus=11,a;, =14 =
2E(N61)aciag 1,4, 3, 1,2, 2, 1, 3, 4, 1 jest symetryczny. Wyznaczanie okreséow dla liczb Vn ma
zastosowanie przy rozwigzywaniu rownania x> - ny> = 1. Mozna mianowicie dowies¢, ze jezeli
okresem dla liczby Vn jest (ai, as,..., a5), za$ ao - E(\n),to w razie parzystosci liczby s licznik x i
mianownik y utamka nieprzywiedlnego, bedacego wartos$cig liczby wymiernej

Qo + 1| / |8.1 + 1| / |az+...+ 1| / |as.1

dajg rozwigzanie rownania x* - ny’ = 1 w najmniejszych liczbach naturalnych. Jezeli za$ s jest
liczbg nieparzysta, to nalezy wzig¢ licznik 1 mianownik ulamka nieprzywiedlnego, bedacego
wartoscig liczby

a+ 1)/ |a+ 1|/ Jast.+ 1/ |as + 1]/ o+ 1|/ |ast.+ 1]/ ]asy

Zauwazymy tu jeszcze, ze z kazdego rozwigzania rownania x* - ny> = 1 w liczbach naturalnych x, y
mozna otrzyma¢ natychmiast rozwigzanie w wigkszych liczbach naturalnych, gdyz z réwnosci x? -
ny, = 1, jak fatwo sprawdzi¢, wynika rowno$¢ (2x* - 1) - n(2xy)* = 1.

Z innych liczb niewymiernych znajdziemy tu jeszcze rozwinigcie na ulamek lancuchowy
arytmetyczny liczby xo = V5+1/2

Poniewaz Ex, = 1, wiec x; = 1/x-1 = V5+1/2 = x, co daje rozwiniecie na utamek lancuchowy
okresowy o okresie jednowyrazowym, utworzonym z jednej liczby 1:

NSH12=1+1/]1+ 1//]1+ 1]/[]1+...

Biorac kolejne redukty tego utamka nieskonczonego, czyli liczby

L1+ 1)/, 1+ 1]/ )1+ 1]/ 1,...

otrzymaliby$my, jako ich warto$ci, ciag nieskonczony liczb wymiernych
1/1,2/1,3/2,5/3, 8/5,13/8,21/13...

o ktorych latwo bytoby dowies¢, ze jego n - tym wyrazem jest liczba wymierna v,.1/v,, gdzie v, jest
n-tym wyrazem ciggu Fibonacciego.Co si¢ za$§ tyczy rozwijania liczb wymiernych dodatnich na
utamek fancuchowy arytmetyczny, to mozna tu stosowa¢ algorytm Euklidesa (kolejnych dzielen).
Jezeli mianowicie niji n, sg to dane liczby naturalne 1 dzielagc n; przez n, otrzymujemy iloraz
catkowity qi, 1 reszt¢ ns;, a w razie n; > 0, dzielagc n, przez n; otrzymujemy iloraz naturalny q» i
reszte n, itd., az dojdziemy do reszty ni.; = 0, czyli jezeli mamy cigg réwnosci n; = qinz + n3, N, =



Qo3 H1g,..., Do = Qi Ngg T Ny, Ny = Querl, to bedzie
1’11/1’12 = q1+ 1|/q2 + 1|/q3+1| / Jk-1

Usprawiedliwia to dla algorytmu Euklidesa nazwe algorytmu, utamka ciagtego.



	Czym się zajmuje teoria liczb
	NIEKTÓRE ZAGADNIENIA ADDYTYWNEJ TEORII LICZB
	ZAGADNIENIA DOTYCZĄCE PODZIELNOŚCI LICZB CAŁKOWITYCH
	NAJWIĘKSZY WSPÓLNY DZIELNIK. RÓWNANIA LINIOWE W LICZBACHCAŁKOWITYCH
	RÓWNANIA DIOFANTYCZNE
	BADANIE OKRESOWOŚCI PEWNYCH CIĄGÓW NIESKOŃCZONYCH
	JAK ZNALEZIONO NAJWIĘKSZE ZNANE LICZBY PIERWSZE
	MAŁE TWIERDZENIE FERMATA
	ROZWINIĘCIE LICZB WEDŁUG ZASADY 10 I INNYCH
	TWIERDZENIE WILSONA. TWIERDZENIE THUE'GO.ROZKŁAD LICZBY NA SUMĘKWADRATÓW, SZEŚCIANÓW I BIKWADRATÓW
	KONGRUENCJE
	FUNKCJE LICZBOWE φ(N), σ(N) I Ex
	ROZWIJANIE LICZB RZECZYWISTYCH NA UŁAKMKI ŁAŃCUHOWE


